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 بسم الله الرحمن الرحيم
 

 مقدمة المقرر
الحمد لله ، الذم خمؽ الإنساف ، عمـ البياف ، كلو الحمد أف رفع الذيف آمنكا كالذيف 

 أكتكا العمـ درجات.
 

سلاـ عمى رسكؿ الله المبعػكث معممػان لمنػاس أجمعػيف ، كرللهػع الله عػف كالصلاة كال
 صحابتو أجمعيف ، كمف تبعيـ بإحساف إلى يكـ الديف.

 
كبعد ، فقد كاف لتطكر عمـ الجبر أثر بعيد فع تطػكير فػركع أخػرل فػع الرياللهػيات 

ياللهػػػع ، كالتبكلكجيػػػا. كمػػػا أدل ابىتمػػػاـ المللهػػػطرد بػػػالجبر فػػػع الآكنػػػ   ، مثػػػؿ التحميػػػؿ الر،
الأخيػػػرة إلػػػى اكتتػػػاؼ صػػػلات جديػػػدة بػػػيف الجبػػػر كالمػػػركع العمميػػػ  الأخػػػرل ، مثػػػؿ الميزيػػػا  

 كالكيميا .
كيحػػػكم ىػػػذا الكتػػػاو بعػػػض المكللهػػػكعات التػػػع تعتبػػػر أساسػػػي  فػػػع الجبػػػر الخطػػػع ، حيػػػث 
يغطػػػػع المػػػػلاح الرتيسػػػػ  لممتجيػػػػات كأنظمػػػػ  المعػػػػادبت الخطيػػػػ  كالمصػػػػمكفات كالمللهػػػػا ات 

 ا ات ابتجاىي  الجزتي .ابتجاىي  كالملله
ىنيتا لؾ عزيزم الدَّارس بيذا المقرر، كأنا كاثؽ مف أنؾ ستجده ممتعػا كمميػدا، كسػزكجز لػؾ 

 فيما يمع أىـ الأىداؼ العام  منو.
 
 
 
 
 
 



 الأىداف العامة لهذا المقرر   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

ي  فػع عزيزم الدَّارس نعرض فع ىذا الكتاو بعض المكللهػكعات التػع تعتبػر أساسػ
فقد كزعت ىذه المكللهكعات عمى أربع كحدات  كلتحقيؽ أىداؼ ىذا المقررالجبر الخطع ، 

، تعػػالا الكحػػدة الأكلػػى مكللهػػكع المتجيػػات كالممػػاىيـ المتعمقػػ  بػػو ، كليػػذا المكللهػػكع أىميػػ  
كبيرة ، فيك أداة ب غنػى عنيػا لدراسػ  الرياللهػيات فػع ثكبيػا المعاصػر الجديػد ، أمػا الكحػدة 

عػادبت الخطيػ  كالطػرؽ المنتظمػ  لحػؿ ىػذه الأنظمػ  مقد عالجت مكللهكع أنظمػ  الالثاني  ف
،كتناكلت الكحدة الثالث  مكللهكع المصمكفات ، مف حيث أنكاعيا كالعمميات الجبري  المعرَّفػ  
عمييا ، الكحدة الرابع  عالجت مكللهكع المللها ات ابتجاىي  كالمللها ات ابتجاىي  الجزتيػ  

المللهػػا ات ابتجاىيػػ  طالخطيػػ ع ، تتعمػػؽ  تمنطمقػػات تسػػمى بػػديييا ثمانيػػ ، حيػػث تناكلػػت 
 الأربع الأكؿ منيا بعممي  الجمع بينما تتعمؽ الأربع الأخيرة بعممي  الللهرو بعدد. 

عزيزم الدَّارس ، دعمان للأفكار الكاردة فع ىذا المقرر أكردنا كمان كبيران مف الأمثمػ  المحمكلػ  
كالتػػدريبات كالتػػع نزمػػؿ أف تحظػػى بابىتمػػاـ بف محاكلػػ  حػػؿ  يسػػاندىا أسػػتم  التقػػكيـ الػػذاتع

ىػػذه التػػدريبات كالأسػػتم  يزيػػد مػػف ابسػػتيعاو كالإدراؾ الصػػحيا كالسػػميـ لمممػػاىيـ الرياللهػػي  
 المعركلله  فع ىذا الكتاو . 

 بعد فراغؾ مف دراس  ىذا المقرر ينبغع أف تككف قادران عمى أف:
 عمميات الجبري  عمى المتجيات.ال تجري -

Rلعمميتع الجمع كالللهرو بعدد فع المللها   أمثمة تعطي -
n .   

  المعادل  الخطي .تعرف  -

  لبعض أنكاع المصمكفات.تعطي أمثمة  -

      المنطمقات الثماني  لممللها  ابتجاىع. تشرح بالأمثمة  -

 العمميات الجبري  عمى المصمكفات كنظـ المعادبت الخطي . تجري -

 اتجاىع. عالمللها  ابتجاىع كالمللها  الجزت عرفت -



كنؤكػػػد لػػػؾ عزيػػػزم الػػػدَّارس أف جيػػػدؾ الػػػذم تبذلػػػو فػػػع حػػػؿ الأمثمػػػ  كأسػػػتم  التقػػػكيـ 
للهكر المقا ات الأكاديميػ  سػيثمر فيمػان عميقػان لمممػاىيـ الػكاردة فػع ىػذا الذاتع كالتدريبات كح

 المقرر مما يمكف لؾ مستقبلان فيـ بقي  المقررات التع تعتمد عمى ىذا المنيا. 
 

كستدعمؾ جامعتؾ "جامع  السكداف الممتكح " بالإتراؼ الأكاديمع كالإرتاد، 
 عقبات فع ىذا المقرر. كبالعديد مف الكساتط المساندة مف أجؿ تجاكز أم 

 أرجك أف تكفؽ فع دراستؾ ليذا المقرر، كأف تساىـ معنا فع نقده كتطكيره.
 كفيما يمع قاتم  بعناكيف الكحدات الكاردة فع ىذا المقرر مع أرقاـ صمحاتيا. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 محتويـات المقـرر
 الصفحة اسم الوحدة رقم الوحدة

 1 المتجيات  1
 81 ي أنظم  المعادبت الخط 0
 117 المصمكفات 0

4 
المللها ات ابتجاىي كالمللها ات ابتجاىي  

 190 الجزتي 
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 المقدمة
 تمهيد

مرحبان بؾ عزيزل الدَّارس الى الكحدة الُأكلى مف مقرر الجبر الخَط،ع كالذل يعالا مكللهكع 
المتجيات ك أىـ المماىيـ الأساسي  المتعمق  بالمتجيات فع المستكل كالمراغ كالى طريق  

صاتص التع تتمتع بيا عمميتا الجمع كالللهرو جمع المتجيات كللهربيا بزعداد إلى أىـ الخ
لاؿ لممتجيات كؿ ىذه المكللهكعات ق، كيذىو بؾ القسـ بعد ذلؾ إلى ابعتماد كابست

كغيرىا سبؽ ترحيا فع القسـ الأكؿ مف الكحدة.فع القسـ الثانع مف ىذه الكحدة نتناكؿ 
فيزياتي ،  حاصؿ الللهرو القياسع طمللهركو النقط ع الذم ينتز فع مساتؿ ىندسي  أك
 كسكؼ نقكـ بترح كيمي  إسقاط متجو عمى أخر، كالعمؿ كحاصؿ للهرو نقط .

فع القسـ الثالث سنذىو بعيدان إلى المللها  حيث المتجيات فع المللها  أم تكسيع مميكـ 
المتجو ليككف فع المللها  ذم الثلاث  أبعاد بدبن مف البعديف فيو،  كسنعرؼ حاصؿ للهرو 

ياسع، كسنتعرؼ أيللهان عمى زكايا ابتجاه كجيكو تماـ النقط  أك حاصؿ الللهرو الق
 ابتجاه.

كفيو نعالا جمع المتجيات  nRالقسـ الرَّابع مف ىذه الكحدة يتناكؿ المتجيات فع المللها  
،  nRكللهربيا بقياسات ، مللهركو النقط  ، خصاتص مللهركو النقط  الَأساسي  فع

ببرىاف بعض النظريات، فع القسـ الأخيرطالخامسع مف الكحدة سنتعرؼ عمى  كسنقكـ
كفيو نتعرؼ عمى الحقؿ كىك النظاـ الجبرم الذم يتبو  nCالمتجيات فع المللها  المركّو

 فع خصاتص الللهرو كالجمع كغيرىما. حنظاـ الَأعداد الحقيقي  

 ستم  التقكيـ الذاتع ، كتدريبات ، كأمثم  مع حمكليا.تجد فع متف الكحدة عزيزم الدَّارس أ
 



 

 أىداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

عزيزي الدَّارس بعد فراغك من دراسة  ىذه الوحدة ينبغي أن تكون قادراً 
 عمى أن : 

 المتجيات فع المستكل.تُعرِّف بالأمثمة  -
 العمميات الجبري  عمى المتجيات.تجري  - 

 الخكاص الأساسي  لمعمميات الجبري  عمى المتجيات.تَعْرِف  -

بعض التطبيقات عمى حاصؿ الللهرو لقياس بعض  يجر ت -
 . المساتؿ اليندسي  كالميزياتي

Rخصاتص مللهركو النقط  الأساسي  فع تعدد  -
n.     

كتمثؿ عمميتى الجمع كالللهرو بعدد فع  nRالمللها  تعرف  -
 .3R2R المللها ات 

 للها  الأقميدم النكنع.الم تَعْرِف -

Cلممتجيات فع المللها  المركو تُعْطِي أمثمة  -
n.    

 



 المتجهات في المستوى 1.
فع مجابت العمكـ كالتكنكلكجيا نُميز بيف نكعيف مف الكميات: القياسيات كالمتجيات. 

كاحد طمع كحدة قياس مناسب ع. مثلان  القياسيات ىع كميات يكمف كصميا بإعطا  عدد
للهغط غاز محصكر، ارتماع طاترة، درج  حرارة جسـ ما أك الزمف الذم تستغرقو عممي  
ما. ىذه كميا قياسيات. أما المتجيات فنحتاج لكصميا ليس فقط لعدد، يسمع مقدارىا، 

نما أيللهان لإعطا  اتجاىيا. مثلان سرع  الرياح فع محط  مراقب  أك مكللهع  ىدؼ بالنسب  كا 
لمدفع أك القكة التع تعمؿ عمى اليكتركف فع مجاؿ مغناطيسع فع ىذه الحابت ببد مف 

 إعطا  ابتجاه إلى جانو المقدار لكصؼ ىذه الكميات.
 تعريف المتجيات 

 المتجو ىك كمي  ليا مقدار كاتجاه مثؿ السرع  ، التسارع ،...الخ.
 نرمز لممتجيات بحركؼ بتيني  سميك :

……, v, u, c, b, a   

كىذه تمللهؿ فع الطباع ، كلكف فع الكتاب  بخط اليد تمللهؿ حركؼ بتيني  صغيرة مع 
 أسيـ فكقيا مثؿ:

abcuv


,,,,......, 
 . Bكنيايتيا  Aىك قطع  مستقيم  مكجي  بدايتيا ABالمتجو المقيد 
 A ,Bمنتيػػاه ، كنسػػمع المسػػاف  بػػيف النقطتػػيف  Bالمتجػػو كالنقطػػ  مبػػدأ  Aنسػػمع النقطػػ  

 فنسميو حامؿ المتجو.  ABطكؿ المتَّجو ، أما المستقيـ الذم تقع عميو القطع  المستقيم  
ABaكلػػذلؾ فػػإف         ABكفػػع ىػػذه الحالػػ  نرمػػز لممتجػػو أيللهػػان بػػالرمز       تيػػو كتر

سػػيككف متجيػان آخػػر. كنرمػػز لمقػػدار المتجػػو بػػالحرؼ  BA  الحػركؼ ميػػـ ىنػػا، حيػػث أف 
 aأك الحرؼ اللاتينع السميؾ مع خطيف عمكدييف حكلو مثؿ a   اللاتينع العادم مثلان 

 و كالآتع:مع خطيف عمكدييف حكل ABأك كذلؾ بالرمز 
ABaa  

 



 تعريف القياسات 
 كميو ليا مقدار كليس ليا اتجاه ، مثؿ الحجـ ، الكثاف  ، ...الخ.

 نرمز لمقياسات  بحركؼ بتيني  عادي  بدكف أسيـ.
لتمثيؿ المتجيات ىندسيان نستعمؿ أسيـ فع المستكل تعطع ابتجاه بينما يعطع طكليا 

 B ك  Aتجو لو نقط  بداي  كنقط  نياي  نرمز ليما بحركؼ كبيرة مثؿ مقدار المتجو. كؿ م

 مثلان:  Cك  
أك A,B، فإننػا نلاحػظ أف ليػذه القطعػ  طػرفيف ىمػا   ABإذا نظرنػا فػع القطعػ  المسػتقيم  

 .(a)1دكف تمييز فمف الممكف أف نبدأ بيذا الطَّرؼ أك ذاؾ تكؿ  BAأك   ABالقطع  
فيف بدايػ  لمقطعػ  ، كبالتػالع يكػكف الطػرؼ الأخػر نيايػ  ليػا ، فإننػا أما إذا اخترنػا أحػد الطػر 

نقػػػكؿ فػػػع ىػػػذه الحالػػػ  عػػػف القطعػػػ  المسػػػتقيم  أنيػػػا قطعػػػ  مسػػػتقيم  مكجيػػػ  ، فػػػإذا اخترنػػػا 
 .  (b)1التكؿ  ABبداي  لمقطع  فإننا نرمز ليا بالرمز Aالطرؼ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A 

B 

 

a=AB 

 1 (b)الشكل 

 

 1 (a)الشكل 

A 

B 



 (1أسئمة التقويم الذاتي )
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 وقوانين المتجهات جبر  1.1
نعتبر أم متجييف متساكييف إذا كانا متكازييف أك فع نمس ابسػتقام  كيتػيرأف فػع نمػس  )أ(

ابتجػػػاه كليمػػػا نمػػػس المقػػػدار. لكػػػف المسػػػاكاة ىنػػػا ب تعنػػػع التطػػػابؽ مثممػػػا ب تعنػػػع مسػػػاكاة 
الكسريف 

2

ك   1
4

 تطابقيما. 2
 مثال 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(0الشكل )  

 ميز المتجو مف غير المتجو فيما يمع:

طأع    المساح         طوع    درج  الحرارة                      
لإزاح              طجع   العزـ            طدع     ا             
عطىػع  الطاق            طكع    المجاؿ المغناطيس             

طحع    القكة            طزع  المساف                       
ططع المجاؿ الكيربع             



 ع كميا متساكي .1المتجيات الخمس فع التكؿ ط
 كالتالع : a+bكيكتو  bك  aيعرؼ مجمكع متجييف  )ب(

  aكتكصػيؿ بدايػ    aعند نقط  نياي    bىك المتجو الذم نحصؿ عميو بكللهع نقط  بداي  
 كما فع الرسـ التالع :  bمع نياي  

 
 
 
 
 
 
 
 

زم الأللهلاع " الذم يرد عادة فع الميزيا  الأكلي  ىذا الجمع يعرؼ عادة و" قانكف متكا
مف إزاحتيف أك سرعتيف أك قكتيف ،  عResultantحيث يستعمؿ لإيجاد " الناتا " ط
مف نقط  بداي  متترك  كما فع الرسـ أدناه    bك    a.......إلخ. كفع الكاقع إذا رسمنا 

سيككف ىك القطر  a + bفإف  bك   aالمككف مف  OACBثـ ككنّا متكازم الأللهلاع  
OC  :مف متكازم الأللهلاع . فمف نمس التكؿ نستطيع أف نقرأ أف 

 a + b = OA + AC = OC 

b + a = OB + BC = OC   
 
 
 
 
 
 

b 

a 

a + b 

(0لشكل )ا  

a B C 

b 

A 
a O 

b 
b + a 

a + b  

(4الشكل )  



 ىاتاف الصيغتاف يعنياف أف:
a + b = b + a           (1)                 )ج( 

 Cإلػػػى  Aبنقػػاط متقطعػػػ  مػػف  bظ الػػدَّارس أننػػا رسػػػمنا كىػػك قػػانكف التبػػػديؿ لمجمػػع. كيلاحػػػ
كذلػؾ  aع لتمػتحـ بدايتػو مػع نيايػ   Bإلػى  O  طالممثؿ بخط متصػؿ مػف    bمكازيان لممتجو 

فع أم مكاف فع المسػتكل بتػرط أف يكػكف بػنمس  bلأننا حسو التعريؼ نستطيع أف نللهع 
الذم يقمؿ المثمث  C إلى  O  الطكؿ كابتجاه. بيذه الطريق  نستطيع أف نكصؿ القطر مف 

OAC  كبالتػالع يكػكف حسػو التعريػؼ ىػكa + b  كػذلؾ فعمنػا نمػس التػع  بالمتجػو .a  
ط الممثػؿ          aمكازيػان لممتجػو    Cإلػع   Bحيػث رسػمناه مػرة أخػرل بخػط متقطػع مػف 

. بعػد ذلػؾ نكصػؿ القطػر مػف    bع كجعمناه مبتدتان مف نياي    Aإلى   Oبخط متصؿ مف 
O  إلىC  ليككف ىكb + a   طبيذا الترتيو ع. كلذلؾ يككف نمس المتجو OC  ىػك مػرةa 

+ b  كمرةb + a ع.1مما يبرىف المعادل  ط 

 (1تدريب )
 
 

 
 

 
 
   

 
 

     
                                                             

 التكؿ الذم أمامؾ :مف  

++=0أثبت أف :   
→→→
abcabc 

      

 b  

 a   

c    



 ملاحظة                                                                 
متكازييف أك فع إستقام  كاحدة، فإف    bك aع، الذم يعرؼ الجمع، إذا كاف 3فع التكؿ ط

 أحد التكميف الآتييف:  a + bالمثمث ينيار كيككف 
 
 
 
 أك 
 
 

 bك  aإذا كاف   bك  aىك إما المتجو فع نمس ابتجاه كمقداره مجمكع مقادير  a + bأم 
كمقػداره   bك   aىك المتجو الذم يتير فع اتجاه الأكبر مف  a + bليما نمس ابتجاه. أك 

 ىك فرؽ المقادير إذا كانا فع اتجاىيف متعاكسيف. 
 بطريقتيف: cك  bك   aع نستطيع أف نككف مجمكع ثلاث  متجيات 6كما يتللها مف التكؿ ط

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a b 

a + b 

a + b 
b 

a 

الشكل 
(5 )  

(a+b)+c 

c 

a 

b 

a + (b + c) 

b+c 

a+b 

(6الشكل )  



. ثـ   bك  aؿ الكتر فع المثمث ذم الأللهلاع طمتقطعع بزف نكص a + bإما أف نرسـ 
،  c+(a+b)فنقممو بالللهمع الثالث ليككف    cك  a + bنعمد إلى المثمث الذم أللهلاعو 
ف   cك  bبزف نكصؿ الكتر فع المثمث ذم الأللهلاع   b + cلكننا أيللهان نستطيع أف نُكك،

 a+(b+c)تكؿ كيساكم فيككف ىك الللهمع الأخير فع ال  (b+c)مع  aطمُتَقط،عع ثـ نجمع 
 كنككف قد برىنا أف : a+(b+c)كمرة  c+(a+b)، كلذلؾ يككف الللهمع الأخير ىك مرة 

( a +  b ) + c = a + (b + c)            (2)               )د(     
ثـ نللهيؼ إلى ذلؾ   bإلى   aكىك  قانكف التجميع أم أننا نستطيع أف نجمع                

c   أك أف نللهيؼa   إلى مجمكعb   كc  بكممات أخرل نستطيع أف نللهع الأقكاس إما .
 عمى ابثنيف الأكاتؿ أك ابثنيف الأكاخر.

ع يتللها أف جمع ثلاث  متجيات ب يعتمد عمى ترتيو ىذه المتجيات أك 1ع ك ط1مف ط
ع مراران نجد أف جمع أربع  1ع ك ط1الطريق  التع نللهميا بيا إلى بعللهيا . كذلؾ بتطبيؽ ط

 جيات يمكف أف يككف بزم مف الأتكاؿ الآتي :مت
a+b+c+d = [(d+b)+c]+a = [c+(a+b)]+d 

 أك أم ترتيو كتجميع آخر
ككما نعمـ مف اليندس   a+bك  bك  aع نرل أف أللهلاع المثمث ىع 3بالنظر إلى التكؿ ط

الأكلي  فإف أم للهمع ب يمكف أف يككف أطكؿ مف مجمكع الللهمعيف الآخريف كىذه الحقيق  
 عطينا ما يسمى بمتباين  المثمث:ت

baba  
كيعنع ىنا الخطاف العمكدياف حكؿ المتجو ما يسمى بمقدار  bك  aكذلؾ لأم متجيات 

فع استقام  كاحدة ، فيذه ىع الحال   bك  aالمتجو كىك طكؿ المتجو. أما إذا كاف 
ع كالتعميؽ عمييا كىع إما 5تكؿ طالخاص  التع تعنع بالقياسيات كىع التع أكردناىا فع ال

 .  bك  aمجمكع أك مطركح مقدارم المتجييف 
 
 
 



 مثال 
المتجو الذم يقمؿ الرباعع كنحصؿ عميو  a+b+c+dع يعنع المجمكع 7فع التكؿ ط
فيككف  c عند نياي   dكبداي   bعند نياي    cكبداي   aعند نياي   bبكللهع بداي  

a+b+c+d  ىك المتجو المكصؿ مف بداي a    إلى نيايd  . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

مرم كنرمز لو بالحرؼ  )ىـ( طصمر سميؾ ع ىك" المتجو " الذم تتطابؽ  2المتجو الص،
نقط  بدايتو مع نقط  نيايتو كليس لو اتجاه. بكممات أخرل ىك المتجو الذم يككف مقداره 

ع الأعداد صمران كب اتجاه لو. كىك يمعو مع المتجيات نمس الدكر الذم يمعبو الصمر م
 أم:

a + 0 = a 

 .  aكذلؾ لأم متجو 
ذا كاف لدينا متجو  فإف المتجو الذم يممؾ نمس المقدار كلكف فع ابتجاه المعاكس  aكا 

 عع. 8طانظر الرسـ ط    a –كنتير لو بالرمز  aيسمى سالو 
 
 
 

a -a 

 (8الشكل )

b 

d 

a+b+c+

d 

a 

c 

(7الشكل )  



 a + (-a) = 0مف ىذا التعريؼ يتبع أف :       

 م سالبوع.ىك المتجو الكحيد الذم يساك  0ط
  bك  a. مف ذلؾ نعرؼ المرؽ بيف متجييف  -0 = 0 فإننا نللهع،   0 = 0 + 0كبما أف 

 ، كالتالع:  a-bك 
a – b = a + (- b) 

إلى   bبحيث تتطابؽ نقاط بدايتيما ثـ نكصؿ الكتر مف نياي   bك  aنللهع  a – bكلرسـ  
مف  aنرسـ  bك    aد رسـ ع بع9. كفع التكؿ ط  a – bكسيككف ىذا ىك المرؽ   aنياي  
مكازيان لممتجو  b –طخطكط متقطع ع كمف نياي  ىذا الأخير نرسـ  aمكازيان لممتجو  bنياي  

b   كفع ابتجاه المعاكس لو طخطكط متقطع  ع لذلؾ فمع المثمث ذم الأللهلاع الممثم
 . a – bبخطكط متقطع  نقمؿ المثمث بمتجو ثالث سيككف ىك 

 
 
 
 
 
 

طتعريمانع  a pىك أم قياسع غير الصمر ط أم عددع ، الذم يساكم  p، حيث   p aالمللهركو 
 بحيث يككف   aمللهركبان فع مقدار  pيعرؼ عمى أنو المتجو الذم مقداره 

aa pp    كلو نمس اتجاهa   إذا كافp>o  كابتجاه المعاكس إذا كافp<o 
 ع. 11طانظر التكؿ 

 
 
 
 

a 

الشكل 
(9)  

- b 

a 

b 
a- b 

a  
a2  

a
2

1


 

(12الشكل )  



، فإننا  a = 0أك    p = 0. أما إذا كاف   a = - a (1 - )عمى كجو الخصكص سيككف 
ذا كاف لدينا قياسياف   p a = 0نللهع   ، فإننا نرل فكران أف qك  p. كا 

p (q a) = (p q ) a 
. أيللهان إذا كاف لدينا أم   aفع المتجو     (p q)حيث الجانو الأيمف ىك مللهركو العدد 

 ، فإف قانكنع التكزيع الآتييف يسرياف: qك  pكأم قياسييف  bك  aمتجييف 
                  q a (p + q) a = p a +ع                    4ط                 
       p b p (a + b) = p a +     ع              5ط                  

 
 ع:5ع يبرىف المعادل  ط11كالتكؿ ط

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ع.  لذلؾ a+bىع الطكؿ مف بداي  ط  p ( a + b )ككذلؾ     aىع الطكؿ مف بداي     p aىنا 
 مف المثمث الكبير نجد أف:

+ p b p (a + b) = p a 
 ع  فيع بسيط  كتتُْرَؾ كتمريف لمدارس . 4أما المعادل  ط

 أيللهان تعرؼ قسم  متجو عمى قياسع ط عددع كالتالع:
aa

pp

1
 

P(a+b

) 

a 

P b 

b 
a+

b 

P a  

(11الشكل )  



 فإف: ، aمتجيان آحاديان فإذا كاف لدينا أم متجو غير صمرم  1المتجو الذم طكلو  كيسمى

1
1

 a
aa

a 

 (0)أسئمة التقويم الذاتي
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 أربع نقاط فع المستكل a  ،b  ،c  ،dطأعإذا كانت 

 
 
 
 
 

 
 أكجد مايمع:

→→→ع 1

cdbcab ++ 
→→→→ ع1

dacdbcab +++ 
 

 bc  =2adمنحرؼ فيو:  تبو  abcdطوع 

 ac + bd = 3adأثبت أف : 

 
 

 b  

a  d  

c  

a  

 b  c  

d  



 :مكونات المتجو 
عرللهنا المتجيات حتى الآف عرللهان ىندسيان خالصان ك " خاليان مف المككنات " . الآف ندخؿ 

متجيان آحاديان فع   iليكف  1فع مستكل لو نقط  أصؿ  yك  xـ إحداثيات مستطيمو نظا
المكجو كما فع التكؿ    yمتجيان آحاديان فع اتجاه محكر   jالمكجو ك  xاتجاه محكر

(a)11  فع ىذه الحال  سَيُمثَّؿ أم متجو .a : فع المستكل تمثيلان فريدان بالتكؿ 
 

jiaع               6ط 21   
 

 كتحدد كالآتع :  aتسمى مككنات  2ك  1الأعداد 
 
 

  
 
 
 
 

 1مكازيان لنمسو بدكف تدكير إلى أف تنطبؽ نقطػ  بدايتػو مػع نقطػ  الأصػؿ   aنحرؾ المتجو 
),(ىػػػع النقطػػ   a. فػػع ىػػػذا الكللهػػػع سػػتككف نقطػػػ  نيايػػػ   21 A  فػػػع مسػػػتكلx y  ،

متسػػاكي  لبعللهػػػيا   aنظػػران لأف كػػؿ النسػػخ المزاحػػ  لممتجػػو  a = OAكبػػالطبع سػػتككف 
ىع  Aلمنقط     2ك    1فاف المككنات  (b)12البعض . كلكف كما يتللها مف التكؿ 

ع ، إلػى جانػو ذلػؾ سػيككف 6فع التمثيػؿ ط   2ك    1بالللهبط القياسيات المتار إلييا  
 ، أم: Aإلى  Oىك بالللهبط المساف  مف   aمقدار 

2ع                      7ط

2

2

1  a 
 

y 

x 
j 

i 

a 

10 (a) 
 الشكل 

y 

x 

10 (b) 
 الشكل 

i 

j 

a 

1

y 

2

y 

j2

y 

1i

y 



y 



 فإف  aجو كالمت xىع الزاكي  بيف محكر  يكللها أيللهان ، إذا كانت  (b)12التكؿ  
              Sina2

ك              Cosa1
 

، كيسمياف  2eك   1eسنستعمؿ مميكـ الأساس فع المستكل لنعنع بو أم متجييف ثابتيف 
 فريد بالتكؿ  فع المستكل تمثيؿ  aمتجيع الأساس ، بحيث يككف لأم متجو 

 ع                      16ط               
 aفيسمياف مككنا  2ك    1. أما القياسياف   e2ك  e1بالنسب  ؿ   aكيسمى تمثيؿ 

   e2ك  e1ر صمرييف كيمكف الإثبات بزف أم متجييف غي   e2ك  e1بالنسب  إلى الأساس 
يككناف أساسان فع المستكل إذا كانا ك فقط إذا كانا فع غير استقام  كاحدة . أم ب يقعاف فع 

ذا كاف المتجياف  لأم أساس متعامديف   e2ك  e1خط مستقيـ كاحد أك فع خطيف متكازييف كا 
ذا كانا إلى جانو ذلؾ متجييف آحاديي ف فيسمى ، فإف الأساس يسمى أساسان متعامدان كا 

  yكمحكر  xفع اتجاه محكر    j , iالأساس أساسان متعامدان آحاديان . كىكذا فإف المتجييف 
ع تَصا فقط فع 7يككناف أساسان متعامدان آحاديان . كلكف ببد مف الملاحظ  بزف الصيغ  ط

 حال  الأساس المتعامد الآحادم . 
ج المرتبػػػػػ  لتمثػػػػػؿ النقػػػػػاط كأيللهػػػػػان للاعتبػػػػارات السػػػػػالم  سنسػػػػػتعمؿ مػػػػػف الآف فصػػػػاعدان الأزكا

  2ك1ع يمكف أف تمثؿ إما نقط  بإحػداثيات 2،1المتجيات فع المستكل كىكذا فإف ط
jiفػػػػػع المسػػػػػتكل أك متجػػػػػو 

21      1بمككنػػػػػات  2ك  بالنسػػػػػب  للأسػػػػػاس المتعامػػػػػد
 .  j , iالآحادم 

jiiكبما أف   .0.1     كjij .1.0     فإف الزكجيف المرتبيف الَّذَيف يمثلاف متجيػى ،
 الأساس أنمسيما ىما 

i = (1, 0)      ,        j = (0, 1) 
أف نمسر العمميات الجبري  عمى المتجيات مف منطمؽ الأزكاج المرتب  . فإذا كالآف نستطيع 

 أم متجييف فإف:   bع = ,21ك   ط   aع = 2 ،1كانت ط
)()( 2121 jiji    a + b = 

                                   )()( 2211 jjii    = 
 ع4كلذلؾ يككف بإستعماؿ ط

2211 eea  



 (8) ji )()( 2211    a + b = 
 

 كذلؾ يكافئ  الصيغ  
 ع                 18                  (

 
)(أم قياسع ، فإف  pعمكمان إذا كاف  21 jippa   ع 5كلذلؾ باستعماؿ ط

 يككف: 
jpippaع                   9ط                   21   
 أك 

),(),(ع                  19ط                  2121  ppp  
 ع 18  (كينبع مف

),()0,0()0,0(),( 212121   
ع ىػػػك الػػػزكج المرتػػػو الػػػذم يمثػػػؿ 1,1كبػػػذلؾ يكػػػكف ط   aع = 2 ،1كذلػػػؾ لكػػػؿ متجػػػو ط
فيصػػير       p= - 1ع 9نللهػػع فػػع ط a – . كلمحصػػكؿ عمػػى  2المتجػػو الصػػمرم 

jia 21   :  كيعادؿ ذلؾ بالأزكاج المرتب 
 -aع = -2- ،1ط

 فيككف    a+(-b)    =a-b ان صيغ  لطرح متجييف باعتباركذلؾ يعطينا فكر 
 ع11ط
 أك

),(),()()(                         ع11ط               22112121   
 

يككنػػػػػاف    bع = ,21ك ط   aع = 2 ،1مػػػػػف ذلػػػػػؾ نخمػػػػػص إلػػػػػى أف أم متجيػػػػػيف ط
11متسػػػػاكييف إذا كػػػػاف كفقػػػػط إذا كػػػػاف       22ك     أم إذا كػػػػاف كفقػػػػط إذا كػػػػاف ،

 المتجياف ممثميف بنمس الزكج المرتو .
 

),(),(),( 22112121  

),(),(),( 22112121  ba



حيػػث أف أم متجيػػيف متسػػاكييف إمػػا اف يككنػػا متطػػابقيف أك   (b)12ىػػذا كاللهػػا مػػف التػػكؿ 
،  OAسػػينطبؽ عمػػى  b، فػػإف  b=aذا فػػإذا كػػاف نسػػخيف مػػزاحتيف مػػف نمػػس المتجػػو . كىكػػ

ممػػثلان بػػنمس الػػزكج المرتػػو  bإلػػى نقطػػ  الأصػػؿ بحيػػث يصػػير  bإذا أزيحػػت نقطػػ  بدايػػ  
 . aمثؿ  Aع =2 ،1ط
 :وحدة المتجو 

 كيعطع حسو العلاق  التالي : aىك متجو آخر مثؿ  Aكحدة المتجو 

a = →

→

A

A
 

  : i , j ,  kمتجيات الكحدة الأساسي  
،   x , y , zمتجيػات الكحػدة الأساسػي  تكػكف فػع نمػس ابتجػاه المكجػو لممحػاكر الثلاثػ  

كىذه المحاكر تككف متعامدة مػع بعللهػيا الػبعض مػع تطبيػؽ قاعػدة اليػد اليمنػى عمػى حركػ  
 كحدة المتجو.

 

 
 
 
 
  :مركبات المتجيات 

ىع مركبات المتجو     kAjAiA 321 ,, فإف    A = kAjAiA 321 ++ ليكف   

A :كىع فع نمس اتجاه المحاكر الثلاث  كيمكف تكللهيحيا فع التكؿ التالع 
 
 
 
 
  

0 

x 

z 

y 

p 

iA1  

kA3  

jA2  

k 
j 

i 



 
 :مقدار المتجو 

kAjAiAلػػػيكف  321 ++=  A  فػػػإف مقػػػدارA   كيرمػػػز لػػػو بػػػالرمز→
A  كيعطػػػع حسػػػو

 العلاق  التالي  :
2

3

2

2

2

1 ++= AAAA
→

 

 
 
 
 
 

 البرىاف :

)1......(
→

+
→

=
→ 222

QPOQOP  

)2......(
→

+
→

=
→ 222

RQOROQ  

 ع1ع فع ط1نعكض ط

)3......(
→

+
→

+
→

=
→

⇒
2222

QPRQOROP  

kAQP

jARQ

iAOR

AOP

3

2

1

=
→

=
→

=
→

→
=

→

   ……(4) 

 ع مع أخذ المقدار لكؿ حد3ع فع ط4نعكض ط
2

3

2

2

2

1

2

++=
→

⇒ AAAA  

 نزخذ الجذر التربيعع لمطرفيف

0 

x 

z 

y 

Q 

iA1  

jA2  

kA3  

P( 321 ,, AAA ) 

R 



2

3

2

2

2

1 ++= AAAA
→

 

 :المتجو القياسي 
 ىك المتجو الذم بدايتو نقط  الأصؿ كنيايتو أم نقط  فع المللها .

→ليكف 
=

→
PQA بحيث أف احدثيات( )

111 ,, zyxP  ك( )
222 ,, zyxQ   فإف 

( ) ( ) ( )kzzjyyixxA 121212 ++= ---
→

 

 كمقياسو ىك
( ) ( ) ( )2

12212

2

12 ++= zzyyxxA ---
→

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)1.......(++=
→

1111 kzjyixr  

)2.......(++=
→

2222 kzjyixr  
→

=
→

+
→

21 rPQr  
→

_
→

=
→

⇒ 12 rrPQ  

→
1r

 ( )
222 ,, zyxQ

 

y 

x 

z 

( )
111 ,, zyxP

 

→
2r

 



( ) ( )kzjyixkzjyixPQ 111222 ++_++=
→

⇒  

( ) ( ) ( )kzzjyyixxPQ 121212 _+_+_=
→

 

( ) ( ) ( )2

12

2

12

2

12 _+_+_=
→

⇒ zzyyxxPQ  

 (0تدريب )
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 (0تدريب )

 
 

 

 (4تدريب )
 
 

 
 ( 5تدريب )

 

→أكجد المتجييف القياسيف 
,
→

21 rr  لمنقطتيفP(2,4,3)  كQ(1,-5,2)  ثـ أكجد
→→

21 + rr 

 a + 3 b – 2 المتجػوأحسػو .     c =(-3,1) , b=(2,5)  , a=(3,2)لػتكف

c     ثـ أكجد مقداره؟ 
 

 ملاحظة

 
 وحدة دائماً. 1مقدار وحدة المتجو يساوي 

 

 أكجد كحدة المتجو الذم يساكم محصم  المتجييف :

kjir 5_4+2=1

→
 

kjir 3+2+=2

→
 

 

→→أكجد مقدار كحدة المتجو 
21 + rr  ع1التدريو طفع 

 

 



 مثال 
 درج   المكجو زاكي  قدرىا   xالذم يكك،ف مع محكر   uأكجد المتجو الكحدكم 

 الحل:
داثيات فػػإف نقطػػ  نيايتػػو سػػتككف ليػػا إحػػ 1عنػػد نقطػػ  الأصػػؿ  uإذا كللهػػعنا نقطػػ  بدايػػ  

,1قطبي   u     حداثيات مستطيم  كما فع التكؿ أدناه: Sinuك   Cosuكا 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 لذلؾ سيككف 
jSiniCosSinCosu )()(),(   

6.22ع ستككف 1مثلان فع أستم  التقكيـ الذاتع ط
12

5
arctan  

 (6تدريب )
 
 
 
 تكؿ المتجيات أدكات قكي  لبرىاف النظريات اليندسي  كىذا ما سنراه  فع المثاؿ التالع.ت

Sin  

Cos  

1 

1 

p  

u  

  

 (10الشكل )

 كينتيع  Aع =2 ،1الذم يبدأ مف النقط  ط ABات المتجوأكجد مككن
     Bع = ,21عند النقط  ط



 مثال 
بػػرىف أف التػػكؿ الػػذم نحصػػؿ عميػػو بتكصػػيؿ منصػػمات الأللهػػلاع المتجػػاكرة فػػع أم تػػكؿ 

 يككف داتمان متكازم أللهلاع. ABCDرباعع 
 الحل:
 ع15التكؿ ط كما فع  DA, CD, BC, ABىع منصمات الأللهلاع  Q,P,N,Mلتكف 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

MN  – QP = MN + PQ = (MB+ BN) + (PD + DQ) 
=

2

1
 AB + 

2

1
 BC + 

2

1
 CD + 

2

1
 DA 

    = 
2

1
 (AB + BC + CD + DA) = 

2

1
AA=0 

 متساكييف  MNPQأم أف للهمعيف متقابميف مف الرباعع    MN + QPلذلؾ فستككف 
 متكازم أللهلاع .  MNPQكمتكازييف ، كلذلؾ فإف 

 
 
  

 
 

M 

B 

N 

Q 

P 

C 

D A 



 ( 0أسئمة التقويم الذاتي )
 
 
 
 

 
 
 

 الاعتماد و الاستقلال الخطي للمتجهات 0.1
 متجيات فع المستكل ، فإف التعبير: a2,a1 an ,..…إذا كاف

c1 a1+c2 a2+……….+cn an                 (11)                 
قياسػيات يسػمى تركيبػ  خطيػ  مػف ىػذه المتجيػات . ككاللهػا  cn , ……., c2 , c1 حيػث 

ع ىػػع نمسػػيا متجػػو فػػع المسػػتكل . كقػػد رأينػػا فػػع الجػػدكؿ عػػف مككنػػػات 11ممػػا سػػبؽ أف ط
.   j, iف الكحػػػدكييف يمكػػػف تمثيمػػػو بتركيبػػػ  خطيػػػ  مػػػف المتجيػػػي  aالمتجػػػو أف أم متجػػػو 

كميػا تسػاكم  cn , ……., c2 , c1 ع تكصػؼ بنيػا تافيػ  إذا كانػت 11التركيبػ  الخطيػ  ط
ع نمسيا تساكم الصمر، لكف إذا كاف عمى الأقػؿ كاحػدان مػف ىػذه 11الصمر فتككف التركيب  ط

 ع تركيب  غير تافي  . كتسمى المتجيات11القياسيات مختمؼ عف الصمر ، فإننا نقكؿ أف ط
an,………, a2,a1       معتمػػدة خطيػان طعمػػى بعللهػيا الػػبعضع إذا كجػدت تركيبػػ  خطيػػ
 منيا تساكم الصمر أم :

c1 a1+c2 a2+……….+cn an = 0                 
  cn , = ….. = c2 = c1 = 0ب تصا إب إذا كانت 

 تسمى مستقم  خطيان،      an,… …, a2,a1فإف المتجيات 
 . مستقلاف خطيان لأف :   j, iيف مثلان المتجييف الآحادي 

c1 i+c2 j = c1(1,0) + c2(0,1) = (c1,c2) = 0   

  12i + 5 jالذم يككف لو نمس اتجاه المتجو   uطأع أكجد المتجو الآحادم  

ذا لـ يكف كذلؾ، أكجد لو متجو ط وع بيف أم مف المتجيات التالي  متجو كحدة كا 
 الكحدة:

ع  ط1
2

1
-,

2

 b ع=3,4ط  عa    1ع = 1

 d ع=1,0ع طc      4 ع=0,2ط     ع3
 



،    a n= (1,2)  ،a 2= (3,4). لكػف المتجيػات الثلاثػ   c2= c1 = 0تصا فقط إذا كاف 
a 3= (2,3)   : معتمدة خطيان لأف 

a1+ a2-2a3 = (1,2) + (3,4) – 2 (2,3) = (1+3-4 , 2+4-6) = (0,0) =  0 

عمكمان يمكف البرىاف ، بزف أم ثلاث  متجيات فػع المسػتكل معتمػدة خطيػان كأف أم متجيػيف 
فع المستكل سيككناف مستقميف خطيان إذا كانػا كفقػط إذا كانػا فػع غيػر اسػتقام  كاحػدة أم ب 

        يقعاف فع خط كاحد كليسا مكازييف لبعللهيما البعض. 

 حاصل الضرب القياسي )مضروب النقطة( .0
مميكـ حاصؿ الللهرو القياسع كالذم يعرؼ أيللهان بحاصػؿ للهػرو النقطػ  لمتجيػيف ينتػز فػع 
مساتؿ ىندسي  عندما يراد إيجاد مكػكف متجػو فػع اتجػاه متجػو آخػر أك مسػاتؿ فيزياتيػ  عنػدما 
يػػػراد إيجػػػاد العمػػػؿ الػػػذم تقػػػكـ بػػػو قػػػكة ب تعمػػػؿ فػػػع اتجػػػاه حركػػػ  الجسػػػـ الػػػذم تعمػػػؿ عميػػػو . 

نقط  لمتجييف ، نحتاج لمعرفػ  الزاكيػ  بػيف المتجيػيف . لنمػرض أف كلتعريؼ حاصؿ للهرو ال
 = bك     a = OAكلػيكف  1كللهػعتا بحيػث تكػكف بػدايتييما عنػد النقطػ    bك  aمتجيػيف 

OB     :كما فع التكؿ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1نػد النقطػ  ع طفػع أم ترتيػو ع ىػع الزاكيػ    bك  aفع ىذه الحال  ستككف الزاكي  بيف 
 a=p  متػكازييف ، أم إذا كػاف  bك  a. ىػذا المثمػث سػينيار إذا كػاف  AOBمػف المثمػث 

  

B 

b 

A 

1 

a 

 (14الشكل )



b ، حيػػثp  0ىػػك أم قياسػػع ، كفػػع ىػػذه الحػػاؿ نعػػرؼ  إذا كػػافp>0  ك   إذا
 p<0كاف 

 تقع داتمان فع المترة بحظ أف  0 . 
 مثال 

jiأكجد الزاكي  بيف المتجييف  3a        كji b   . 
 الحل:

ىػع  AOCع أدناه نجػد أف الزاكيػ  15مف التكؿ ط
3

3arctan


   بينمػا الزاكيػ ،BOC 

تساكم 
4

1arctan


 لذلؾ الزاكي .  AOB   بيفa  كb    :ىع حاصؿ الجمع 
105

12

7

43



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

1 
C  

3  

 

0  

3


 

4


 

jia 3  

jib   

A  

(15لشكل) ا  

B  



 يعرؼ بالصيغ :  a ك bلممتجييف   a.bحاصؿ للهرو النقط  تعريف : 
a.b Cosba          (1) 

غيػر معرفػ  كنللهػع  ، فػإف  b = 0أك  a= 0. كفػع حالػ   a.bىع الزاكيػ  بػيف  حيث 
a.b =0  طتعريمانع . حاصػؿ للهػرو النقطػ  يسػمى أيللهػان حاصػؿ الللهػرو القياسػع لأفa.b 

 ع أعلاه نجد أف :1ىك عدد ، أم قياسع . ككنتيج  مباترة لمتعريؼ ط
a . b = b . a 

 ، فإف: 0كنمسو ىع  aكبما أف الزاكي  بيف متجو 
a.a

2
0 aCosaa           (1) 

، أم إذا كاف  0aإذا كاف كفقط إذا كاف a.a=0 عمى كجو الخصكص سيككف 
0a  كيككف حاصؿ للهرو النقط  مساكيان لمصمر إذا كاف كفقط إذا كاف .ba  ،

 كىنا نعتبر المتجو صمر معامدان لكؿ متجو . فع الكاقع ، فإف الصيغ  : 
a.b 0 Cosba          (  0 ) 

أم    0Cosتصا إذا كاف كفقط إذا كاف 
2


     الأقؿ كاحدان مف  ، أك عمى

 فع أم حاؿ .  baيساكم صمران ، بحيث  bأك  aالمتجييف 
  bك   aالآف نسػػػتطيع أف نُعَب،ػػػػر عػػػػف حاصػػػػؿ للهػػػرو النقطػػػػ  بكاسػػػػط  مككنػػػػات المتجيػػػػيف 

 كذلؾ مف النظري  الآتي :  j = (0,1)   , i = (1,0)بالنسب  لممتجييف الآحادييف 
jia     إذا كاف : 1نظرية 

21
     كjib

21
        أك بتكؿ مكافئ

)
2

,
1

( a       ك)
2

,
1

( b  :فإف ، 
a.b 2211            (2) 

 : البرىان
jibacلتكف  )

22
()

11
(   

 و التماـ لممثمث أدناه نجد : كبتطبيؽ قانكف جي
 
 



 
 
 
 
 

Cosbabac 2
222  

 كلذلؾ يتبع مف تعريؼ حاصؿ الللهرو القياسع أف 

)222(ع              3ط
2

1
. cbaba  

 كلكف

            22
21

2  a             22ك
21

2
 b 

2222ك       
1

222

222
2

2111
2)

22
()

11
(    c 

 
  #    ع.1ع نحصؿ عمى ط3كبكللهع ىذه القيـ فع ط

 (7تدريب )
 
 

 
 
 

 قياسييف فإف:  qك   pإذا كاف  استخلاص:
                  (p a) .(q b) = p q (a . b)              (4) 

 . كيحقؽ حاصؿ للهرو النقط  القكانيف التكزيعي  التالي : bك   aلأم متجييف 
                  (a).( b + c) = a . b + a. c              (5) 

b c 

a 

  

 a = (2-,3,1)ليكف 
(1,-3,4)             b= 

  (2,3,5)            = c 
 (5b+2c).(2a+3b)أكجد 

 



(a+ b) . c = a . c + b . c             (5
1
)                    
 .  c , b , aلأم متجيات 

 البرىان: 
 لتكف:

jia
21

    كjib
21
         كjic

21
  

 فع ىذه الحاؿ سيككف:
jpipap

21
     ,    jqiqqb

21
   

jicbك            ))
2211

((     
 لذلؾ 

(p a) .(q b) =( p 1  )(q 1 )+ ( p 2  )(q 2 ) 

                            =( p q) ( 1 1 + 2 2 ) = p q (a . b)               

 
(a).( b + c) = 

22221222111 111
)) ((      

 

a . b + a . c = )
1

()
2212211

(      

سطريف الأخيريف يساكم ع ، نظران لأف الجانو الأيمف فع كؿ مف ال5كىذا يبرىف القانكف ط
 الآخر

 ع كالآتع:15ع يمكف برىاف ط5الصيغتاف متساكيتاف . كباستعماؿ ط
(a+ b) . c = c . (a+ b) = c . a +c . b = a . c + b . c 

 حيث استعممنا خاصي  حاصؿ الللهرو القياسع التبادلي .
 (8تدريب )

 
 
 
 

. كمف ثـ   (c + d) .  (a+ b)أكجد قيم  
2

ba   بكساط  القيـ
 المطمق  كحاصؿ الللهرو القياسع . 

 



 (9تدريب )
 
 

 

 

jiaىع الزاكي  بيف المتجييف    لتكف 
21

     كjib
21

  
 ع لحاصؿ الللهرو القياسع نجد أف:1مف التعريؼ ط

ع                           6ط                    
ba
ba

Cos
.

 

 ، فإف:   1Cosكلكف بما أف 
1

. 
ba

ba 

babaع                7ط                . 
 كبمغ  المككنات تككف ىذه الصيغ:

ع                16ط            
2

2

2

1

2

2

2

1

2211









Cos 

2ع          17ط            

2

2

1

2

2

2

12211   
 ع ىع حال  خاص  مف متباين  ككتع كتكارتز 17ىذه الصيغ  ط





n

i

i

n

i

i

n

i

ii

1

2

1

2

1

 

 .  iك    iلأم أعداد 
لػػػ  أم فػػػع حا  1Cosع أف المسػػػاكاة تتحقػػػؽ إذا كانػػػت كفقػػػط إذا كانػػػت 7بحػػظ فػػػع ط

0   أك    فػػع ىػػذه الحالػػ  سػػيككف . b , a   متػػكازييف بػػنمس ابتجػػاه إذا كػػاف

 b = -2i+t jك     a=3i+jمتجياف يككف ال tلأم قيـ المتغير الكسيط 

 متكازييف؟ متعامديف؟ .

 



0   كباتجاه متعاكس إذا كػاف    كمعمػكـ أف .      سػتككف حػادة
2

0


   

10إذا كاف   Cos     كمنمرج



2

01إذا كاف     Cos    

 (12تدريب )
 
 

 (  11تدريب ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (  4أسئمة التقويم الذاتي ) 
 

 
 

 
 
 

 = b = 2i+j    ,  aبين المتجهين   أوجد الزاوية  

i-j 

 

 a = (1,-1,2) , b = (2,1,1)بيف المتجييف  θأكجد الزاكي  

فائد
 ة

23متجيـــين غيــر صـــفرين فــي   a,b إذا كــان  ,RR وكانـــتθ  الزاويـــة
 بينيما فإن:

 θ  2زاوية حادة إذا وقط إذا كان  ba. 
 θ  2زاوية منفرجة  إذا وقط إذا كان < ba. 
 θ 2قائمة إذا وقط إذا كان  زاوية  =ba. 

 ع أكجد حاصؿ للهرو النقط  لممتجييف1ع باستعماؿ الصيغ  طأ

b =(4,-1) , a = (2,5)  . 
 a = (3,-2,1) , b = (2,4,-3), c = (3,6,3)وع إذا كانت 

 a,b    (2) a,c    (3) b,c (1)المتجيات التالي : بيف زكاياالصؼ 

 
 

 



 إسقاط متجو على آخر 1.0
  b فع اتجاه    aفإننا نعنع بمككف متجياف مختمماف عف الصمر ،      b  , a  إذا كاف 

 uحيث ،   a . u b، القياسع الذم يساكم حاصؿ للهرو النقط       Comp b  aكنكتبو 

b   ىك متجو آحادم فع اتجاه b . : كنظران لأف 

b

b


b
u 

 
فإف                                   

b
baa

b
comp .

 

Cosaa:               أك  ما يكافئ ذلؾ
b

comp  
 

،   Proj b aكنكتبو   bعمى   aكذلؾ نعنع بمسقط   b , a ىع الزاكي  بيف   حيث 
 أم:   bمكازيان لممتجو  Comp b  aالمتجو الذم قدره 

Proj b a = (Comp b a) u b 

 ذلؾ كالتالع:كباستعماؿ حاصؿ الللهرو القياسع يمكف أف نكتو 

2

).(.

b

bba
b

u
b

baa
b

proj  

متطابقتيف ، فإف   b , a، فإذا كانت بدايات  bعمى  a كنكللها بالرسـ أدناه معنى مسقط 
مف .  bعمى الخط الذم يحتكم عمى  aىع أسمؿ العمكدم مف نياي   Proj b aنياي  

 . bمعامد لممتجو   a - Proj b aذلؾ يتبع أف: 
 
 
 
 
 

a 

b 

a - Proj b a 
  

Proj b a 



. ىذاف  a - Proj b aكالمتجو  Proj b aيمكف أف يمثؿ عمى أنو مجمكع المتجو   aكلذلؾ فإف 
 كفع ابتجاه المعامد لو . bفع اتجاه  aالمتجياف يعرفاف أيللهان بزنيما المتجيات المككن  لممتجو 

 (10تدريب )
 
 

 
 
 

 العمل كحاصل ضرب نقطة 0.0
تعمؿ فع اتجاه الحرك  ، فع  F تحت تزثير قكة   d نمرض أف جسمان ما يتحرؾ لمساف  

 ىذه الحال  نعمـ أف العمؿ الذم تقكـ بو القكة تعطينا إياه الصيغ  : 
W = F d 

بتعمػؿ فػع اتجػاه  Fكيمكف تعميـ ىذه الصيغ  لتتمؿ الحال  عندما تككف لػدينا قػكة متجيػ  
ك     Fىع الزاكي  بيف   كلتكف   dحرك  الجسـ . فنقكؿ أف إزاح  الجسـ ستككف متجيان 

d  : فستككف ىذه القكة مساكي  لمككنيف ، 

 FFF 11 

211حيث 

).(

d

ddF
F

d
projF     ىك المككف المتجو لمقكةF 

 ك      dالمكازم للإزاح  
F

d
FF proj 

 : انظر التكؿ أدناه.   dالمعامد للإزاح    Fكىع المتجو المككف لمقكة 
 

 

 
F

 

llF
 

F
 

  Proj b a  ك Comp b  aأكجد 

كمجمكع متجو مكازم  a لِػ  ، كمث،ؿ  b = 5i – jك   a = 3i+2jإذا كاف  

 كمتجو معامد لو.  bلممتجو 

 



فػػإف  d، كلػػذلؾ بالنسػػب  لمحركػػ  فػػع اتجػػاه  dب ينػػتا أم حركػػ  فػػع اتجػػاه  Fالمكػػكف 

F  11يمكف أف يستعاض عنيا بػالمككفF11لمكػكف لػذلؾ كػؿ العمػؿ يقػكـ بػو اF  ،
 كلذلؾ فإف:























 



2

2
0

11

11

if

if

dF

dF

W
 

 كلكف 

dFd
d

ddF
dF .

.
211  























 



2

2
0

.

.

if

if

dF

dF

 

 
 W = F . d                              كلذلؾ فإف :

فػع   Fفع اتجاه حرك  الجسػـ ىػك حاصػؿ للهػرو القػكة   Fكىكذا فإف العمؿ تقكـ بو القكة 
ثابتػ  كأف الإزاحػ  فػع خػط مسػتقيـ . فػع غيػر ذلػؾ فػإف  Fكقد افترللهنا ىنػا أف   d  الإزاح

 التعريؼ الصحيا لمعمؿ يحتاج إلى استعماؿ مميكـ التكامؿ .
 مثال 

أرطػػاؿ تػػدفع إلػػى أعمػػع مسػػتكل ماتػػؿ خػػاؿك مػػف ابحتكػػاؾ يكػػكّف زاكيػػ   4كتمػػ  ختػػبي  تػػزف  
30 قػػكة الجاذبيػػ  فػػع تحريػػؾ الكتمػػ   وىػػع كميػػ  العمػػؿ الػػذم تعممػػ مػػع الخػػط الأفقػػع . كػػـ

 أقداـ ؟ 5لمساف  



 الحل:
 
 
 
 
 
 
 
 
متجييف كحدكييف فع ابتجاه الأفقع كالعمكدم لذلؾ سػيككف   j , i فع التكؿ أعلاه تمثؿ  

jSiniCosuالمتجػػػػػو الكحػػػػػدكم فػػػػػع اتجػػػػػاه الحركػػػػػ    3030    كتعمػػػػػؿ قػػػػػكة .

.  d = 5uكتكػكف الإزاحػ   F = -4 j أرطػاؿ لػذلؾ  4إلػى أسػمؿ كقػدرىا  الجاذبيػ  عمكديػان 
 لذلؾ يككف العمؿ :

)3030(.205).4(. jSiniCosjujdF   
lbft jSinj  . 1030.20   

 #كىك العمؿ الذم يعمؿ للهد قكل الجاذبي .    

 المتجهات في الفضاء . 0
ع مميكـ المتجو ليككف تكسي سنذىو الآف بعيدان إلى المللها ، حيث يمكننا، عزيزي الدَّارس 

فػػع المللهػػا  ذم الثلاثػػ  أبعػػاد بػػدبن مػػف أف يكػػكف فػػع المسػػتكل ذم البعػػديف . ىػػذا التطػػكير 
مػػف كصػػؼ أحػػداث فػػع عالمنػػا الطبيعػػع مثػػؿ حركػػ  الككاكػػو أك الجسػػيمات فػػع  ســيمكننا

مجػػاؿ كيربػػع أك مغناطيسػػع كصػػياغ  قػػكانيف كيبمػػر كنيػػكتف كغيرىػػا . ليػػذا المػػرض يمزمنػػا 
ظػػاـ إحػػداثيات ثلاثػػع يمكػػف بكاسػػطتو كصػػؼ حركػػ  أم جسػػـ بإعطػػا  مسػػافاتو فػػع إدخػػاؿ ن

i 

j 30  

u 
F 



التع تمثؿ   zكمحكر   yكمحكر   xكؿ لحظ  مف  ثلاث  محاكر متعامدة نرمز ليا بمحكر 
 بالنسب  لأم مجسـ طكؿ كعرض كارتماع . ىذه المحاكر يمكف رسميا كالآتع: 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

  yكمحػػكر   xبإعطػػا  مسػػافاتيا العمكديػػ  مػػف محػػكر  مػػثلان  P كتعطػى إحػػداثيات أم نقطػػ  
. ىػذه الإحػداثيات الثلاثػ  يمكػف أف تكػكف  (a , b , c )لتكتػو كمركػو ثلاثػع   zكمحػكر 

المكجػػو  xمكجبػػ  أك سػػالب  حسػػو قاعػػدة اليػػد اليمنػػى بحيػػث إذا أدرنػػا الأصػػابع مػػف محػػكر 
لمكجػو إلػى أعمػى كيعطػع ا zالمكجو يتير الإصبع الإبياـ فع اتجاه محػكر  yإلى محكر 

السػػػػيـ فػػػػع كػػػػؿ محػػػػكر ابتجػػػػاه المكجػػػػو كابتجػػػػاه المعػػػػاكس لػػػػو ىػػػػك اتجػػػػاه سػػػػالو . مػػػػثلان 
ع  ، 1،1،1ع ، ط1،1،1ع ،ط1،1،1إحداثيات أركاف مكعو  كحػدكم فػع المربػع الأكؿ ىػع ط

 ع  . 1،1،1ع  ، ط1،1،1ع  ، ط1،1،1ع  ،ط1،1،1ع ، ط1،1،1ط
 
 

a 

0 

x 

z 

y 

c 

b 

(0,1,1) 

(0,1,0) 

(1,1,0) (1,1,0) 

(1,1,1) 

(0,0,1) 

(1,1,1) 

(0,0,0) 

P =(a,b,c) 



عمى أنو خط لو اتجاه معيف كطػكؿ معػيف . كػؿ قكاعػد الجمػع  فع ىذا النظاـ يُعَرَّؼ المتجو
كالطػػرح كالللهػػرو فػػع عػػدد، كغيرىػػا تسػػرم كمػػا كانػػت فػػع المسػػتكل فػػإذا أدخمنػػا أساسػػان ليػػذه 

 صار بالإمكاف ثمثيؿ أم متجو كتركيب  خطي  منيا :  k , j , iالمتجيات مثلان المتجيات 
kjiaع       1ط                       

321
  

بدكف دكراف حتى تصير بدايتو فع نقط  الأصؿ .   aىذه المككنات نحصؿ عمييا بإزاح  
(فع ىذه الحال  ستككف نقط  النياي  ىع 

3
,

2
,

1
( A   كىع تمثؿ نقط  النياي

كالمتجو فع آف كاحد حيث أف 
1

,
2

,
3

   ىع مككنات المتجو كفع نمس الكقت

 . Aحداثيات النقط  إ
 k , j , iكيمكف الآف كتاب  كؿ المتجيات فع تكؿ مرتبات ثلاثي . مثلان متجيات الأساس 

 تككّف المرتبات: 
k= ع1،1،1، ط         j= ع1،1،1ط ,      i= ع1،1،1ط  

 كيككف المقدار ىك الآتع: 
2ع         1ط                           

3
2
2

2
1

 a 

فعمنػػا فػػع المسػػتكل يمكػػف تمسػػير العمميػػات الحسػػابي  عمػػى المتجيػػات بزنيػػا عمميػػات  كمثممػػا
عمػػػى المككنػػػات . فنجمػػػع المتجيػػػات أك نطرحيػػػا بػػػزف نجمػػػع أك نطػػػرح المككنػػػات المتقابمػػػ  
كنللهرو المتجو فع عدد بػزف نللهػرو كػؿ مػف مككناتػو فػع نمػس العػدد. كبمػا أننػا قػد أكردنػا 

ا يمػػزـ برىانػػػو فإننػػا نكتمػػػع بتػػرح حالػػػ  المتجيػػات فػػػع كػػؿ خػػػكاص ىػػذه العمميػػػات كبرىنّػػا مػػػ
 المللها  ببعض الأمثم . 

 مثال
 =cع8,71,ط=b      ,ع2 ,4-,1ط=a        ع1,3-,2إذا كاف  ، ط

 كأكجد مقداره.  2a – b – cأحسو المتجو 
 الحل:

2a – b – c = 2 (2,-1,3) + (-1,4,-2) – (1,8,7) 
=  (4-1-1) , (-2,+4-8) ,(6-2-7) = (2,-6,-3)        



 أك بتمثيؿ مكافئ:
2a – b – c = 2 i – 6 j –3 k 

 أما مقدار المتجو فيك:

749)3()6()2(362 222  kji 

 (10تدريب )
 
 

 

 حاصل ضرب النقطة  1.0
 أك حاصؿ الللهرو القياسع كالتالع:  bك   aيعرؼ حاصؿ للهرو النقط  لمتجييف 

a.b Cosba          (6) 

a.b .ىع الزاكي  بيف  حيث  0   كأيللهانa.b =0  إذا كاف كفقط إذا كافa  
 طكيعتبر المتجو الصمرم عمكديان عمى كؿ متجوع. bعمكدم عمى 

(إذا كػػػػػػػػػاف 
3

,
2

,
1

( a       ك)
3

,
2

,
1

( b لبرىػػػػػػػػػاف بػػػػػػػػػنمس فػػػػػػػػػيمكف ا
 الطريق  التع اتبعناىا فع حال  المستكل أف:

a.b 332211            (7) 

 أيللهان يمكف البرىاف بزف:
                  (p a) .(q b) = p q (a . b)                
                  (a).( b + c) = a . b + a. c               

(a+ b) . c = a . c + b . c                                   
 كىع قكانيف التكزيع 

 

 أما المتجيات الآحادي  
k= ع1،1،1، ط         j= ع1،1،1ط ,      i= ع1،1،1ط  

 فيع تحقؽ الصيغ الميم  الآتي :   

 i -12 j -16 k 15لو نمس اتجاه المتجو   uمتجيان آحاديان  دْ جِ 



.1ع                8ط                   kk       1ك. jj     1ك. ii         
                      0..  ikki       0ك..  jkkj     0ك..  ijji         

 مثلان:
i . i = 1(1) + 0(0) + 0(0) = 1 

i .j = 1(0) + 0(1) + 0(0) = 0 

تتػكؿ أساسػػان آحاديػػان   k , j , iع كحقيقػ  أف 6تيجػػ  مباتػرة لمتعريػػؼ طىػذه الصػػيغ ىػع ن
 متعامدان . بحظ أنو إذا كاف 

kjia 321   
1321321 فإف:       ...).(.   ikijiiikjiia 

.2بصكرة متابي  نجد أف:  ja  3ك
. ka  

 ع أف:6، فيتبع مف ط  b , aىع الزاكي  بيف المتجييف    إذا كانت 
ع                           9ط                    

ba
ba

Cos
.

 

 (14تدريب )
 
 

 (15تدريب )
 
 

متجييف غير صمرييف فع المللها   ، فإننا نعرؼ كما أسممنا مككف      b  , aإذا كاف لدينا 
a    فع اتجاه b   ،Comp b  a      كمسقط ،a   عمىb   ،Proj b a  :كالآتع 

b
baa

b
comp .

                               
2

).(

b

bba
a

b
proj   

aبحظ أف 
b

comp  كمي  قياسي  بينماa
b

proj .  كمي  متجي 

    b= -4i+j-2k  , a= i-2j+4kأكجد الزاكي  بيف المتجييف 

 

  a , bفزكجد قياس الزاكي  المحصكرة بيف  b =ع5,5ط ،a =ع3,0إذا كاف ط
 



 (16تدريب )
 
 

 
 
 

(5تي )أسئمة التقويم الذا  
 
 
 

 زوايا الاتجاه وجيوب تمام الاتجاه 0.0
kjiaإذا كاف       321    321متجو غير صمرم ك ,,   الزكايا بيفa 

 ع أف: 9فإننا نستخمص مف ط   i , j ,kحادي  كالمتجيات الآ
 
ع  11ط 

aa
a

k

k
Cos 3.

3


 

ك    
aa

a
j
j

Cos 2.
2


 

ك   
aa

a
i
i

Cos 1.
1


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 كيكافئ ذلؾ الصيغ 
 

ع   110ط
33
 Cosa       ك

22
 Cosa       ك

11
 Cosa 

321الزكايا   ,,   تسمى زكايا اتجاه المتجوa   طأك لأم خطL  لو نمس ابتجاهع بينما
عدادالأ

3
Cos    ك

2
Cos   ك

1
Cos  تسمى جيكو تماـ اتجاه المتجوa   جيكو .

ع 110. فإذا كللهعنا ط aبالكامؿ ، كلكنيا ب تقكؿ تيتان عف مقدار  a تماـ ابتجاه تحدد اتجاه 

2فع الصيغ  
3

2
2

2
1

2

 a  كجدنا ، 

aأكجػد     b = i +2 j – 2 kك     a = 2 i – 3j +kإذا كػاف 
b

comp      
aك 

b
proj  كعبر عنو كمجمكع لمتجػو مػكازم ؿb   كمتجػو عمػكدم عمػى

b . 
 

  b= (2,5,-1)  , a=(4,-3,6)    أكجد حاصؿ للهرو النقط  لممتجييف

 



)
3

2
2

2
1

2(
22

 CosCosCosaa  

 لذلؾ فيذه الجيكو التمامي  ببد أف تحقؽ الصيغ  
1

3
2

2
2

1
2   CosCosCos  

 طانظر الرسـ ع
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (17تدريب )
 
 

 
  

 (6أسئمة التقويم الذاتي )
 
 

 

k 

j 
i 

a 

2
  

3
  

1
  

ىؿ يمكف لأم متجو أف تككف لو زكايا اتجاه 
 45,135,60 123     ؟ 

 

 a = (4, -8 , 1 )أكجد تماـ جيكو ابتجاه كزكايا ابتجاه لممتجو



  nRالمتجهات في الفضاء .4
. قياسػان عمػى مػا قػدمنا يمكػف  3Rكلممللهػا  بػالرمز  2Rنرمز لممستكل بػالرمز   

عدد طبيعػع كرغػـ أف ىػذا  nحيث  nRأف نتصكر فللها ن لو عدد مف الأبعاد نرمز لو بػ   
رتبػات بػزم عػدد ب يتحقؽ فع المللها  الحس،ع الذم نعرفو ، إب أننا نسػتطيع أف ننطمػؽ مػف الم

ع .  u1,u2,…, unمكػك،ف مػف التػكؿ ط  n ، كيككف المتجو مرتو لػو    nمف المككنات ، لنقؿ 
كنعرؼ ليذه المرتبات صيغ لمجمػع كالطػرح كأيللهػان لمللهػرو فػع قياسػع كنسػتطيع أف نبػرىف أف 

 . nRأيللهان بػ تصا  3Rك  2Rكؿ القكاعد التع برىناىا بػ
عنصر مف الأعداد الحقيقي  ، كنرمز ليا بالرمز  n تسمى فت  كؿ المرتبات مف تعريف: 

nR  المللها  مف ، n  مككف . مثلان المرتو 
  = uعu1 ,u2 ,…, unط 

تسمى مككنات أك   u1 , u2,…, unيسمى نقط  أك متجو فع ىذا المللها ، الأعداد الحقيقي  
فإننا نستعمؿ كمم  قياسع  nR، أيللهان عندما نتحدث عف المللها    uإحداثيات المتجو 

 كنعنع بذلؾ الأعداد الحقيقي  .   Rلعناصر 
 مثال 

 انظر إلى المتجيات الآتي :
)3,1,2(ك   )3,1(ك    )2,0(    0,3,4,(ك(  

ك الثالث متجو لو ثلاث   2Rالمتجياف الأكؿ كالثانع ليما مككناف كلذلؾ فيما نقاط فع
، المتجو الأخير لو أربع  مككنات كبذلؾ فيك متجو  3Rمككنات كبذلؾ فيك متجو فع 

متساكييف إذا كاف ليما نمس عدد المككنات أم  vك       u.  يعتبر المتجياف  4Rفع 
أنيما ينتمياف لنمس المللها  ابتجاىع ككانت المككنات المتقابم  متساكي  . مثلان المتجياف 

نات المتقابم  غير متساكي  1،3،1ع  ك ط1،1،3ط  ع ليسا متساكييف لأف المكك،
 



 المث
),,1()3,2,4(لنمرض أف   zyxyx   مف تعريؼ مساكاة

 المتجيات يتبع أف 

31

2

4







z

yx

yx

 

3,1,4كمف ىذه المعادبت نحصؿ عمى الحمكؿ   xyz 

     جمع المتجهات وضربها بقياسيات 1.4    
nRvuلتكف   , 

 = uعu1 ,u2 ,…, unك     ط        = vعv1 ,v2 ,…, vnط            

ىػك المتجػو الػذم نحصػؿ عميػو بجمػع  u+vكنكتبػو  v , u فػع ىػذه الحالػ  يكػكف مجمػكع 
 المككنات المتقابم  :

 = u+vع+vn u1+ v1  ,u2 +v2,….., unط

ىػك المتجػو الػذم نحصػؿ    k uكيكتػو  u، كمتجػو  kكػذلؾ يكػكف مللهػركو عػدد حقيقػع 
 : uف فع كؿ مككف م   kعميو بللهرو 

 = k uعk u1 , k u2 ,…, k  unط      
 .nR ىع متجيات فع k uك      u + vبحظ أف 

 أيللهان نعرؼ:
- u = 1 u  

                                      u – v = u + (-v)            
 

 (18تدريب )
 
 

 :أكجد      v = (1, 3 , 5 , -2)  ,  u =(2 , -4 , 3 , 1)ليكف 
     u + v    3    كu    4     كu-3v 



 يسمى المتجو الصمرم.  1كيرمز إليو بالحرؼ  nRع فع  1، 1، ....، 1المتجو ط
تحت عمميات الجمع ابتجاىع كالللهرو  nRالصمات الأساسي  لممتجيات فع المللها  

ميا النظري  الآتي :   القياسع تمَُص،
 : 1نظرية 

nRuvwلأم متجيات  ,,     كأمّ قياسياتk1 k2  :يصا التالع 

 ط قانكف التجميعع   w  =  u + ( v + w ) + ( u + v )   -أ 

 ط خاصي  الصمرع                u+0 = 0+u = u        -و 

 طخاصي  السالوع          u + (-  u) = 0                  -ج 

 ط قانكف  التبديؿع              u + v =   v + u           -د 

 يع الللهرو يقاس عمى الجمع عطتكز          k ( u + v ) =  k u + k v      -ق 

ukukukk     -ك   11 )(     

)()(      -ز  11 ukkukk  

  u = u . 1                -ح 

 البرىان:
 . w , v , uمف كؿك مف  i     رقـ      المككف    wi , vi , uiلتكف 
: كلػذلؾ فػإف   u + vمػف المتجػو    iالمكػكف رقػـ    ui+ viمػف التعريػؼ نعمػـ أف  -أ 

(ui+ vi)+ wi    ىك المككف رقـi   المتجػو  مػف(u+ v) + w   كػذلؾ .vi+ wi   
ىػك المكػكف    ui+( vi+ wi)، كلػذلؾ فػإف    v + wمػف المتجػو    iالمكػكف رقػـ 

ىػع أعػداد حقيقيػ   wi , vi , uiكلكػف    .  u + ( v + w)المتجػو  مػف   iرقػـ 
 كيسرم عمييا قانكف التجميع أم:

(ui+ vi)+ wi = ui+( vi+ wi) 
 فإف   لذلؾ .  i = 1, 2 , ……, nلكؿ 

(u+ v) + w = u + ( v + w) 
 نظران لمككناتيا المتقابم  متساكي . 

 . لذلؾ فإف:  1ع =1، 1،.....، 1ىنا تعمـ أف ط -و 



u + 0 = ( u1 , u2 , ….., un) + ( 0,0,…..,0 ) 

= ( u1+0 , u2+0 , ….., un+0) = (u1 , u2 , …., un ) 

     u + 0 =  uأم 
 نظران لأف  -ج 

-u  = -( u1 , u2 , ….., un) = (-u1 ,- u2 , …..,- un ) 

 u + (-u)  = ( u1 , u2 , ….., un) + (-u1 ,- u2 , …..,- un )فإف           

= ( u1 - u1 , u2  -  u2 , ….., un- un) = (0,0,….,0 ) = 0      
 

. كػذلؾ   u + vمػف المتجػو    iىػك المكػكف رقػـ   ui+ viمػف التعريػؼ نعمػـ أف  -د 
vi+ ui  ىػك المكػكف رقػـi    مػف المتجػوv + u   كلكػف . vi     ك   ui أعػداد

 حقيقي  . كيسرم عمييا قانكف التبديؿ  لذلؾ فإف: 

ui+ vi = vi+ ui                     i= 1, 2,…..,n 
 ي .نظران لأف مككناتيا المتقابم  متساك       u+ v = v+ uلذلؾ ستككف 

   +k(ui+ vi)، فػإف:  u + vمػف المتجػو   iىػك المكػكف رقػـ   ui+ viنظػران لأف  -ق 
ىػع    k ui ك    k vi. كبمػا أف    k (u+ v)المتجػو  مػف   iستككف المكػكف رقػـ 

ىػع    k ui+ k vi، فػإف    بالتتػالع k vك      k uمػف المتجػو    iالمككنػات رقػـ 
أعداد حقيقي . لذلؾ فإف   k , vi , uiكلكف    .  (k u + k v )مف    iالمككف رقـ 

:k( ui+ vi )=k ui+k vi     لكؿ  i= 1, 2,…..,n :لذلؾ فإف 

k ( u+ v ) = k u+k v     . تساكم مككناتيا المتقابم 

kkبحظ أف علام  الجمع الأكلى ترمز لجميع قياسيات  -ك  بينما علامػ  الجمػع  1,
ukukمتجيػػػػػػػػػػات الثانيػػػػػػػػػ  ترمػػػػػػػػػػز لجميػػػػػػػػػػع  . كمػػػػػػػػػػف التعريػػػػػػػػػػؼ نعمػػػػػػػػػػـ أف   1,

iukk )( 1 
ukkمػػف المتجػػو   iىػػك المكػػكف رقػػـ  )( 1  كلأف .iuk   كiuk ىمػػا المككنػػاف   1

ukukمف المتجو i   رقـ  1   كلكفkk  أعداد حقيقي .  iuك   1,
 لذلؾ:

iii ukukukk 11)(               i= 1, 2,…..,n 



ukukukkلذلؾ فإف  11)(   . لتساكم مككناتيما المتقابم 

 ، فػػػػػػػػػإف:   uk1مػػػػػػػػػف المتجػػػػػػػػػو    iىػػػػػػػػػك المكػػػػػػػػػكف رقػػػػػػػػػـ  iuk1نظػػػػػػػػػران لأف   -ز 
)( 1

iukk    ىػػػػػػػػػع المكػػػػػػػػػكف رقػػػػػػػػػػـi   المتجػػػػػػػػػو  مػػػػػػػػػف)( 1 ukk   كلكػػػػػػػػػػف .
iukk )( ukkمػػػػػف المتجػػػػػو    iىػػػػػك المكػػػػػكف رقػػػػػـ    1 )( ، كنظػػػػػران لأف    1

1kk    كiu    حقيقي . فإف: أعداد 

)()( 11 ukkukk   . لتساكم مككناتيا المتقابم 

 مف التعريؼ نعمـ أف  -ح 
1 . u  = 1 ( u1 , u2 , ….., un) = (1 u1 , 1 u2 , ….. ,1 un) 

    ( u1 , u2 , ….., un) =  u  .                    = 
 مضروب النقطة 

 أم: nRمتجييف فع    v , uإذا كاف 
 = uعu1 ,u2 ,…, unك     ط        = vعv1 ,v2 ,…, vnط            

كيرمز إليػو بػالرمز  vك uفإف مللهركو النقط  أك المللهركو الداخمع أك القياسع لممتجييف 
u . v    يعػػػرؼ بزنػػػو القياسػػػع الػػػذم نحصػػػؿ عميػػػو بللهػػػرو المككنػػػات المتقابمػػػ  كجمػػػع

 المللهاريو الناتج  ، أم:
nnvuvuvuvu  ...... 2211 

كيقاؿ عف متجييف أنيما متعامداف إذا كاف مللهركو النقط  بالنسػب  ليمػا يسػاكم صػمران أم 
0. vu   

 (19تدريب )
 
 

 
 

)4,3,2,1(إذا كان  u       و
)7,5,4,5( v   
 .   vبالمتجو  uكيؼ تصؼ علاق  المتجو  

 



 (7أسئمة التقويم الذاتي )
 
 
 
 

  خصائص مضروب النقطة الأساسية فيnR:تتضمنيا النظرية التالية 
 : 0نظرية 

nRuvwلأم متجيات  ,,   كأم قياسعk : يصا 
 w = u.w +  v . w . (u+ v) -أ 

 v = k ( u . v ).( k u ) -و 

  u . v = v . u -ج 

.0,.0 -د   uuuu   إذا كاف كفقط إذا كافu = 0  

 

 البرىان:
nnبما إف:          -أ  vuvuvuvu  ,.....,, 2211 

 فإف: 
nnn wvuwvuwvuwvu )(.....)()(.)( 222111  
nnnn wvwuwvwuwvwu  .....22221111 

).....().....( 22112211 nnnn wvwvwvwuwuwu  
                                                    wvwu ..  

),,.....,(نظران لأف      -و  21 nukukukuk      :فإف 

       ),.....,,(.)( 2211 nn vukvukvukvuk  

 ).(),.....,,( 2211 vukvuvuvuk nn  
 

)4,3,1,2( إذا كػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاف u  1,2,4,3(و( v   

)7,3,2,5(و w،  أكجدvu wuو    . . 

 



uvuvuvuvvuvuvuvu -ج  nnnn ............ 22112211  

02أف  بما -د  iu  لكؿ  i ،جمع أعداد غير سالب  يككف غير سالو  كحاصؿ
 فإف:

0...... 22

2

2

1  nuuuuu 
02فإذا كاف  u     لكؿi      02فيمزـ أف يككف iu    لكؿi     إذا كاف ُُ   كأيللهان

02 iu   02فإف u   . 
nRuvإذا كاف  , ط  :v1 ,v2 ,…, vnعv =     ك طu1 ,u2 ,…, unعu = 

 تعرؼ كالتالع: d ( u , v )، كتكتو    vك    uفإف المساف  بيف النقطتيف 
22

22

2

11 )(.....)()(),( nn vuvuvuvud  
بزنو الجذر غير السالو  فيعرؼ u  كيكتو uأما مقياس طأك طكؿع المتجو 

 : u . v لممللهركو 
22

2

2

1 ...... nuuuuuu  
.0يتبع أف  1كمف النظري   uu :ك لذلؾ فإف الجذر التربيعع مكجكد . بحظ أف 

)(),( vuvud  
 

 مثال 
)2,5,3,1(لتكف  u       1,5,4,2(ك( v   ،
),(أكجد vud   كv 

 الحل:
 

2222 )12())5(5()43()21(),( vud 



111910011  

46125164
2

1
2

)5(
2

4
2

2 v 

 ، فإف   2Rفع    q =(c, d )ك   p = (a , b)إذا تزممنا نقطتيف 
2)(2)(),(,

22
dbcaqpdbap  

تقابؿ الطكؿ الأقميدم المعتاد لسيـ مف نقط  الأصؿ إلى    pكذلؾ يعنع أف 
),(. كذلؾ  pالنقط   qpd    تعادؿ المساف  الأقميدي  المعتادة بيف النقطq , p   كما فع

 الرسـ التالع 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

p 

b

 

),( bap   

),( dcq 

 

2)(2)( dbca 

 
db  

ca 

 

22 ba 

 

a

 



   3Rكالمللها   Rكذلؾ تصا نتيج  متابي  لمنقاط عمى الخط 
 :ملاحظة 

.   بحظ أنو يصا    1eمتجيان آحاديان إذا كاف مقياسو يحقؽ  eيسمى المتجو 

أف المتجو   nRuلأم متجو 
u

u
ue   ىك متجو آحادم لو نمس اتجاهu . 

 تكارتسع –ط ككتع    :0نظرية 
nRvuلأم متجييف  ,  :يصا التالع 

vuvu . 
 : نبرىف الصيغ  القكي  الآتي :البرىان

vuvuvu
n

c

ii 
1

. 

 ، فإف المتباين  أعلاه تصير  v=0أك    u = 0إذا كاف 
000  

 0vك   0uكىع صحيح  . لذلؾ نحتاج فقط لأف نبرىف الحال  عندما تككف 
 . بالنسب  لممتباين  اليسرل نلاحظ أف : 0bك  0uأم عندما تككف 





n

ii

iinnnn vuvuvuvuvuvuvuvu ........... 22112211

كىذا يبرىف الجانو الأيسر مف المتباين  أعلاه. كالآف لبرىاف المتباين  اليمنى نلاحظ أنو 
Rxyيصا لأم  ,   :أف 

222 2)(0 yxyxyx  
222كذلؾ يكافئ المتباين    yxyx  



الآف نللهع 
u

i
u

x            ك
v

i
v

y    :فنحصؿ عمى 
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2
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i
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i
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 كلكننا نعرؼ مف تعريؼ مقياس المتجو أف: 
2

11

2
2





n

i

i

n

i

i uuu        ككذلؾ
2

11

2
2





n

i

i

n

i

i vvv 

iiiiكباستعماؿ الخاصي   iلذلؾ نحصؿ بالجمع عمى المؤتر  vuvu  
 عمى التالع: 

22

22

1
2

v

i
v

u

i
u

vu

n

i
i

v
i

u





 

           2
2

2

2

2



v

v

u

u

 

 فع ىذه المتباين  نحصؿ عمى التالع:

11 





vu

n

i
v

i
u

i 

 ا إلى المتباين  المطمكو برىانيا:كىذا يقكدن
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 كبيذا نككف قد برىننا تِقع المتباين  الأقكل . كبالتالع تصا المتباين  التع أردنا برىانيا: 



vuvu . 
ف أم متجييف بي  تكارتس نستطيع الآف أف نعرؼ الزاكي   –باستعماؿ متباين  ككتع 

nRvuاثنيف  ,   : بالصيغ  التالي 

vu

vu
Cos

.
 

.0بحظ أنو إذا كانت  vu   فإف90   ط أك
2

  .ع  كىذا يتمؽ مع تعريمنا لمتعامد 
يمكف  برىانيا باستعماؿ متباين  ككش تمارتز  بمتباينة مينكو فسكيكىناؾ نظري  تعرؼ 

 ىع الآتي :
 :نظرية

nRvuإذا كانت  , 

vuvuفإف    .ىذه النظري  تعميـ لمتباين  المثمث 
 البرىان:
0إذا كاف   vu   فإف المتباين  تصا لأف الجي  اليمنى غير سالب  ، لذلؾ ،

0مكف أف نعالا الحال ي vu  ليذا الغرض نلاحظ أف

iiii vuvu   طمتباين  المثمث لأم أعدادii uv  ع لذلؾ : ,
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 نجد أف: شفارتسبإستعمال متباينة كوش . كالآف 
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 لذلؾ نستنتا أف:
vvuuvuvu 
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                      )( vuvu  

vuكبالقسم  عمى    نحصؿ عمى المتباين  المطمكب 

   vuvu         # 
 (8تقويم ذاتي )أسئمة 

  
 
 

 
 

  ncالمتجهات في الفضاء المركب    .5
ليا القكاعد الآتي  فع   (a,b)تعرؼ الأعداد المركب  بزنيا أزكاج مرتب  مف أعداد حقيقي  

 المساكاة كالجمع كالللهرو 
(a , b) = ( c , d ) 

 b = dك    a = cإذا كاف كفقط إذا كاف 

(a , b) + ( c , d )= ( a + c , b+d ) 

(a , b) . ( c , d )= ( ac-bd  , ad+bc ) 

izإذا كان  32      وiw 25 

wzفأوجد  +  ،wz ،z ،z

w
 

 



صػػمات الجمػػع كالللهػػرو فػػع كىػػع نظػػاـ جبػػرم يسػػمى حقػػلان كيتػػبو نظػػاـ الأعػػداد الحقيقيػػ  
ليعنع مجمكعػ  الأعػداد الحقيقيػ  ، فإننػا نسػتعمؿ الرمػز   Rكغيرىا . كمثمما نستعمؿ الرمز 

C  .  ليرمز للأعداد المركب 
نلاحظػػو أف الأعػػداد الحقيقيػػ  ىػػع فتػػ  جزتيػػ  مػػف الأعػػداد المركبػػ  إذا كتبناىػػا فػػع  كأكؿ مػػا

 aع كذلؾ يعنػع أننػا نكحػد أك نسػاكم بػيف العػدد الحقيقػع a، 1تكؿ أزكاج مرتب  مف النكع ط
 ع كذلؾ لأف نتاتا جمع كللهرو الأعداد ستككف متساكي  ،مثلان:a، 1كالعدد المركو ط

 عa، 1ع + طb، 1ع = طa+b، 1ك    ط   ع  a، 1ع طb، 1ع = طab، 1ط
 a + b = a+ bك         a . b = a bتمامان مثمما يككف 

للانتقػػػػػاؿ للأعػػػػػداد  aع بالعػػػػػدد الحقيقػػػػػع a، 1كمػػػػػا عمينػػػػػا إب أف نسػػػػػتبدؿ العػػػػػدد المركػػػػػو  ط
 ع للانتقاؿ للأعداد المركب  .a، 1بالعدد المركو  ط  aالحقيقي  أك نستبدؿ العدد الحقيقع 

 الذم يممؾ الخاصي  الميم :  iع بالحرؼ 0، 1لمعدد المركو  طيرمز 
1)0,1()1,0()1,0(.2  iii 

 1iأك بصكرة أخرم       
 كباستعماؿ الصيغ:

( a , b ) = ( a , 0 ) + ( 0 , b ) , ( 0 , b ) = ( b , 0 ) ( 0 , 1 ) 

 نحصؿ عمى التمثيؿ:
( a , b ) = ( a , 0 ) + ( 0 , b ) = ( a , 0 ) + ( b ,0 ) ( 0 ,1 )   a + i b  

ع ، كذلػؾ لأننػا نسػتطيع أف a , bأسػيؿ فػع ابسػتعماؿ مػف الرمزيػ ط   a + i bالرمزيػ  
نحصػػؿ عمػػى جمػػع كللهػػرو أعػػداد مركبػػ  فقػػط بػػالجمع كالللهػػرو العػػادييف مػػع ملاحظػػ  أف 

12 i  : 
( a + b i  ) + ( c + d i )= a + c + b i + d i  = (a + c )+i ( b+d ) 

( a + b i  ) . ( c + d i )= a  c + b c i + a d i +  b d 
2i     

                                             =( a  c - b d ) + ( b c +  a d ) i    

 . كذلؾ بدكف استذكار تعريؼ الجمع كالللهرو الذم قدمناه آنمان 



، كذلؾ نعرؼ العدد المركو كنقػكؿ     z = a + b iأم     zنرمز لمعدد المركو بالحرؼ 
،   نعػػرؼ العػػدد    zىػػك الجػػز  الخيػػالع لمعػػدد المركػػو  bىػػك الجػػز  الحقيقػػع ، ك  aاف 

biazبالصيغ  zكنرمز لو بالحرؼ  zالمرافؽ لمعدد المركو  . 

22بحظ أف  bazz    0. ك إذا كافz   فإف العدد العكسع مفz 

1الذم نرمز لو بالحرؼ 
z   كالقسم  عمىz  :تتخذ التكؿ الآتع 
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zzبالآتع  zكنعرؼ ىنا أيللهان سالو العدد  .1 
)(بالآتع:wكzكما نعرؼ عممي  الطرح بيف عدديف مركبيف zwzw  

د الحقيقيػ  بنقػاط عمػى الخػط المسػتقيـ فإننػا نمثػؿ الأعػداد المركبػ  بنقػاط كمثمما نمثػؿ الأعػدا
ع فػع المسػتكل تمثػؿ العػدد المركػو  a , bعمى المستكم . عمى كجو التحديد نجعػؿ النقطػ  ط

biaZ    أم العػػدد المركػػو الػػذم جػػزؤه الحقيقػػع ىػػكa   كجػػزؤه الخيػػالع ىػػكb  
. 

 أك طكلو تككف كالتالع: zلمعدد المركو أيللهان القيم  المطمق  
22

baz  

zzzكتكافئ الصيغ   ( a , b )كىع تعنع طكؿ المتجو   

 (02تدريب )
 
 

 

iz إذا كاف 32       كiw 512 
 z ،wد فزكج 

 



مف أعداد مركب  كنرمز ليا بالحرؼ  nبعد ذلؾ ننظر إلى مرتبات عددىا 
nc  نسػمييا ك
، فإننػػا nRالمللهػػا  النػػكنع لممركػػو . كمثػػؿ مػػا فعمنػػا فػػع حالػػ  الأعػػداد الحقيقيػػ  بتكػػكيف 

ننظػػػػر إلػػػػى عناصػػػػر 
nc  عمػػػػى أنيػػػػا نقػػػػاط أك متجيػػػػات بينمػػػػا تسػػػػمى عناصػػػػرc 

  .قياسيات

فع نعرؼ الجمع ابتجاىع كالللهرو القياسع 
nc :كالتالع 
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Czizحيث  ,.   لكؿi = 1, 2 , ….,n   
 

 مثال:
)67,44,5()64,5,23()3,4,32( iiiiiiii  

   )6,82,46()3,4,32(2 iiiiii  
    = vعw1 ,w2 ,…, wnط  ك     = uعz1 ,z2 ,…, znالآف ليكف     ط 

أمّ متجيات فع 
nc  نعرؼ مللهركو النقط  أك المللهركو الداخمع أك أيللهان .

 كالتالع:  vك   uالمللهركو القياسع لممتجييف 

nn wzwzwzvu  ...... 2211 
 vك   uإذا كاف  nRبحظ إف ىذا التعريؼ يتقمص إلى التعريؼ السابؽ فع حال  

ii  لأف فع ىذه الحال  يككف متجيات حقيقي ww   أما قياسu :فيعرؼ كالتالع 

nn zzzzzzuuu  ........ 2211 

            
22

2

2

1 ....... nzzz  



        0uأعداد حقيقي  كمكجب  عندما يككف        uكبالتالع   u . uأف بحظ 
 .0uع حال   ف 1ك 

 مثال :
 ليكف: 

             )2,4,32( iiiu       64,5,23(ك( iiv  
 فع ىذه الحال  يصا 

)64(2)5()4()23()32(. iiiiivu  
              )64(2)5()4()23()32( iiiii  

                            iiii 16812852013  
           )2)(2()4()4()32()32(. iiiiiiuu  
        )2)(2()4()4()32()32( iiiiii  

                                                          
34411694  

34.  uuu 

المللها 
nc   يسػمى مع العمميات المُعرَّف  أعلاه لمجمع كالللهرو القياسػع كللهػرو النقطػ

 لمركو .االمللها  الأقميدم النكنع 
=),,........,(المللها  الأقميدم النكنع : ىك مجمكعػ  كػؿ المرتبػات  21 nxxxx  ذات الطػكؿ

n  حيثCxxx n ∈,........,,  أم أف : 21
( ){ }CxxxxxxC nn

n ∈,,.........,:,........,,= 2121  

=),,........,(كتمثػػػػػػػػؿ العنصػػػػػػػػر  21 nxxxx  متجيػػػػػػػػان أك نقطػػػػػػػػ  فػػػػػػػػعC
n  ككمػػػػػػػػا تسػػػػػػػػمى ،

nxxxدالأعدا ,........,,  مركبات أك إحداثيات ذلؾ المتجو ، أك تمؾ النقط . 21



(المتجػػػػػو 
3

2
Cىػػػػػك متجػػػػػو ذك إحػػػػػداثيف إذان ىػػػػػك عنصػػػػػر فػػػػػع    )1,

، أمػػػػػا المتجػػػػػو  2
( Cفيك عنصر فع  7,5,1,-6(

 كذلؾ لكجكد أربع  إحداثيات فيو. 4
 

 تككف المرتبات متساكي  أم 
),,.........,(=,),,.........,(= 2121 mn yyyyxxxx                  

mniyxككانت  n = mإذا ك فقط إذا كانت  ii =,,.........2,1=∀=  
 مثال 

 التع تجعؿ المتجييف : x , y , zأكجد قيـ 
( )

)6,4,0(=

+,+,+=

v

xzzyyxu 

 متساكييف
 الحل

 مف التعريؼ السابؽ لمتساكم يككف 
6=+,4=+,0=+ xzzyyx 
 جد أف :كبعد حؿ ىذه المعادبت ن
x = 1, y = -1 , z = 5 

 (01تدريب )
 
 

 
 (00تدريب )

 
 

 
 

 , u+v , 5u – v , u+qاحسو كلان مف 

 u =(3 , 2, -1) , v =(2 ,4 ,9) , q = (5 ,7,1,-8)إذا كاف 
 

 

 إذا كاف :
)36,5,7(=)-2,-9,6(+)-1,0,1(+)1,9,2( zxy 

 التع تحقؽ المعادل  السابق  طإف كاف ذلؾ ممكنانع x , y, zفزكجد قيـ 

 

 



 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

  ( 9أسئمة التقويم الذاتي )
 
 
 
 
 

  
 

 

 

 

ملاحظ

 ة

 

بالصيغ         u . vإذا كنا قد عرفنا 

nn wzwzwzvu  ...... فإنو سيككف مف     2211
 0u حتى فع حال   u . u = 0الممكف أف تككف 
)1,,0(مثلان: إذا كاف  iu      011فػإف. uu   أيللهػان فػع .

uuالكاقع   د ب يككف عددان حقيقيان .ق .

 ع إذا كاف )أ

u = (3,4,5) , v = (-4,6,-7) , w = (5,8,1,9) 

 فزكجد :

1) 4u+v 

  2) u-v 

  3) -5v 

  4) 2u-v-w 

 التع تحقؽ المعادل  x , y , zطوع أكجد قيـ 
x(1,1,0)  + y (1,0,1) +z (0,1,1) = (10,9,17) 



 الخلاصة
فع القسـ الأكؿ مف ىذه الكحدة عرفنا المتجو أنو كمي  ليا مقدار كاتجاه كعرفنا تمثيميا 

كيُعْطع طكليا مقدار المتجو كعرفنا ىندسيان عمى تكؿ أسيـ فع مستكل تُعْطع ابتجاىات 
 كذلؾ أف لكؿ متجو نقط  بداي  كنقط  نياي .

كفع جبر كقكانيف المتجيات عرفنا متى تككف المتجيات متساكي  ككيؼ تحصؿ عمى جمع 
متجييف كالذيف يعرؼ "بقانكف متكازم الأللهلاع" كعرفنا المتجو الصمرم الذم يقكـ بدكر 

الذم يقكـ بو الصمر مع ابعداد ، كعرفنا كذلؾ أف لممتجو  ميـ مع المتجيات متابو الدكر
a نظير لو نمس المقدار كلكنو فع ابتجاه المعاكس كيرمز لو بالرمز– a  ككذلؾ عرفنا

 قانكنع التمريع: 

pbpabap

qapaaqp

+=)+(

+=)+( 

pqحيث  baقياسياف، ,  متجياف ,
 القكانيف كالخصاتص بالتمثيؿ اليندسع.كعالجنا كؿ ىذه 

بعد ىذا العرض اليندسع لممتجيات قمنا بتمثيميا فع مستكل كذلؾ بإدخاليا فع نظاـ 
 إحداثيات مستطيم  لو نقط .

كفع القسـ الثانى عرفنا مللهركو النقط  لمتجييف الذم ينتز فع مساتؿ ىندسي  عندما يراد 
مساتؿ فيزياتي  عندما يراد مقدار العمؿ الذم يجاد مككف متجو فع اتجاه متجو آخر أك إ

تقكـ بو قكة ب تعمؿ فع اتجاه حرك  الجسـ الذم تعمؿ عميو. كعالجنا كذلؾ فع ىذا القسـ 
 إسقاط متجو عمى آخر، كالعمؿ لحاصؿ للهرو نقط .

فع القسـ الثالث ، المتجيات فع المللها  حيث قمنا بتكسيع مميكـ المتجو ليككف فع 
لزمنا إِدخاؿ نظاـ إحداثيات المللها  ذم ثلا َُ ث  أبعاد بدبن مف المستكل ذم البعديف مما أَ

ثلاثي  يمكف بكساطتو كصؼ حركو أل جسـ بإعطا  مسافاتو فع كؿ لحظ  مف ثلاث  
 محاكر متعامدة، كعالجنا حاصؿ الللهرو القياسع:



 θbaba cos=. حيثθ  ىع الزاكي  بيفba,  ،πθ إذا  ba.=0كأيللها  0≥≥
طكيعتبر المتجو الصمرم عمكديان عمى كؿ متجوع.  bعمكدم عمى  aكاف كفقط إذا كاف 

 كعرفنا كذلؾ زكايا ابتجاه كجيكو تماـ ابتجاه.
تحت  nRصمات الأساسي  لممتجيات فع المللها برىنا ال nRقسـ المتجيات فع المللها  

عمميات الجمع ابتجاىع كالللهرو القياسع، كعرفنا كذلؾ أف المتجياف يككناف متعامداف 
 إذا كاف مللهركو النقط  بالنسب  ليا يساكل صمران.

حيث المساكاة كالجمع  مف nCالقسـ الخامس عالجنا المتجيات فع المللها  المركو 
كالللهرو كيسمى النظاـ الجبرم حقلان كيتبو نظاـ الأعداد الحقيقي  فع صمات الللهرو 

مع عمميات الجمع كالللهرو كالقياسع كللهرو  nCكالجمع كغيرىا. كاخيران عرفنا أف المللها 
 النقط  يسمى المللها  ابقميدل النكنع المركّو.

 حدة التاليةلمحة مسبقة عن الو 
انتييتَ عزيزم الدَّارس مف الكحدة الأكلى التى عالجت مكللهكع المتجيات ، كسكؼ نتعرؼ 
بعكف الله فع الكحدة التالي  مف ىذا المقرر عمى مكللهكع نظـ دراس  المعادبت الخطي  
كالتى ستتابع فييا الطرؽ المنتظم  لحؿ ىذه ابنظم ، كسكؼ نتعرؼ عمى النظاـ  الخطع 

س كغير المتجانس كالعلاق  الأساسي  بيف النظاميف، كفع طرؽ حؿ نظاـ المتجان
المعادبت الخطي  سنتعرؼ عمى طريق  جاكس التخميللهي ، كسنتعرؼ ايللهان فع الكحدة 

 التالي  عمى الحؿ الصمرم كالحؿ غيرالصمرم.
 

 
 
 
 
 



 إجابات التدريبات 

 (1تدريب )
→→ الطرؼ الأيمف =

+=++( abbaabcabc )
→→→  

 0=)ba-(+
→→

ba  
 (0تدريب )

 
→→

21 + rr = kji 263   

7=49=4+36+9=
→

+
→

21 rr  

→→
21 + rr كحدة المتجوع  ) = kji

kji

rr
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 (0تدريب )
1
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49

36
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7
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7
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7

3
 kji 

 (4تدريب )
kjir 3+4+2=

→
1 

kjir 2+5_=2

→
 

kjirr 5+_3=+⇒ 21

→→ 
 (5تدريب )

 ع نجد:11ط  -ع 8باستعماؿ القكاعد ط
a + 3 b – 2 c = (3,2) + 3(2,5)  -2 (-3,1) 

 ع =3+6+6،   1+15-1ط                              
 ع =15،  15ط  

 



 أك 
a + 3 b – 2 c = 15i + 15 j 

 كبالتالع فإف المقدار سيككف:
45022522515151515 22  ji 

                                          215 
 (6تدريب)

 B , Aبالنقاط  1أم المتجييف الذيف يصلاف  B , Aإذا رسمنا المتجيات المكللهعي  لمنقاط 
 ، فإننا نجد أف:

AB = OB – OA 
 

  كما فع الرسـ
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  لذلؾ سيككف 
),(),(),( 22112121  AB = OB – OA   =     
 أك 

ji )()( 2211    AB  = 
 ، فإف:B = (4, -1),  A = (-2, 3)مثلان إذا كاف 

(21, = )
B    

(2 ،1 )
=A 

0 



ji 46)4,6()31),2(4(   AB  = 
 ( 7تدريب ) 

(2a+3b). (5b+2c) = 2a .(5b+2c) + 3b .(5b + 2c) 

 = 10ab + 4ac + 15bb 

+6bc =  
 10(31+1-3+-

24)+4(32+13+-25) 

 15(1
2+3

2
+4

2
)+6(12-

33+45) = 
  10-8+4-

1+1526+613 = 384 

 (8تدريب )
                      (a+ b)  . (c + d) = a . (c+ d)  + b . (c + d)  

                  a . c+ a . d  + b . c + b .  d  = 

    a.a+a.b+b.a+b.b  =(a+ b)  . (a+ b)   =
2

ba   

                       
2

2
2 . bbaa = 

بالنسب  لممتجيات   p a .b = p ( a . b )كعمكمان   (a.b)2التعبير   2a . bىنا تعنع 
 يعنع ذلؾ .   j = (0,1)   , i = (1,0)الكحدكي  

1)0(0)1(1. ii    1)0(0)1(0ك. ji   0)0(1)1(1ك. jj 
.1أم باختصار  ii             0ك..  ijji                  1ك. jj 

jiaباستعماؿ ىذه الصيغ ، إذا كاف  21  : 
 نجد أف :

12121 ..).(.   ijiiijiia 
 ككذلؾ:

22121 ..).(.   jjjijjija 
 



 (9تدريب )
 pلأم قياسع  a = p b سيككناف متكازييف أك فع استقام  كاحدة إذا كاف  b , a المتغيراف 

 . ذلؾ يعنع:  0 ≠
3i +j = p ( -2i + t j) 

 كبمساكاة المككنات نجد:
-2 p = 3          ,              p t = 1 

كبحؿ ىاتيف المعادلتيف نحصؿ عمى القيـ 
2

3
p     ك

3

21


p
t  . 

   a . b =0يتعامداف إذا كاف  b , a أما بالنسب  لمتعامد فإف 
 أم 

06)2).(3(  ttjiji 
 أم                                   

6t 
 (12تدريب )
 ىنا تجد

      2)1(1 22 a                 ,1)1(1)2(1. ba 
 

512 22 b 
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
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 ( 10تدريب )
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 (10تدريب )
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 (14تدريب )
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 سيككف bكمتجو عمكدم عمى  bكمجمكع متجو مكازم ؿ  a. لذلؾ تمثيؿ b معامد لممتجو 
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 (17تدريب )

 بما إف:
2
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2

1
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1
123   CosCosCos 

1 فإف:
4
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2

2
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 (18تدريب )
 = u+vع 2-1 , 5+3 , 3+4- ,1+2ط(1- , 8 ,1- ,3 ) =

 = 3uع 1 , 3 , 4- ,2ط                         (3.1 ,  3.3 , (4- ).3 , 3.2 ) = 
= ( 6 ,  -12 ,  9  , 3)                                     
 = 4u-3vع 4 , 12 , 16- ,8ط            (6 , 15- ,9- ,3- ) + 

 = ع 10 , 3- ,  25- , 5 ط                         
 
 



 (19تدريب )
             u . v =1.5 + (-2).(-4) + 3.(5) + (-4).7بما إف 

                              = 5 +  8 +  15 - 28 = 0     

 متجياف متعامداف .  vك    uفإف 
 (02تدريب )

139432 22 z 
1316925144)5(12 22 w 

 (02تدريب )
 الطرؼ الأيسر يساكم:

(3y ,y,9y)+(x,-x,0)+(6z,-2z,-9z) = (2y +x+6z , y-x-2z , 9y -9z) 

 كبمساكاة الطرؼ الأيسر بالطرؼ الأيمف نحصؿ عمى المعادبت:
2y + x + 6z = 7……….(1) 

  y – x - 3z = 5…….....(2)  

     9y - 9z = 36………(3) 
 ع ينتا1ع ك ط1بجمع ط

 y + z = 4  

 : 9عد القسم  عمى ع كالتع تككف معادلتيا ب3كىذا يناقض ط
y – z = 4 

 (10تدريب )
  vللإحداثع المناظر فع  uنجمع إحداثيات  u + vحتى نحسو كلان مف 

  u + v = (3,2,-1) + (2,4,9) = (5,6,8) 

كنجمػع ىػذا النػاتا مػع  5بالعػدد  uنللهػرو كػلان مػف إحػداثيات  5u – vككذلؾ عنػد حسػاو 
  – vالإحداثيات المناظرة لػ 

 5u – v = 5(3,2,-1) + (-1)(2,4,9) = (15,6,-5) + (-2,-4,-9) = (13,2,-14)  
 فيك غير معرؼ لأف   u + qأما 

43 ∈,∈ CqCv  



 إجابات أسئلة التقويم الذاتي
 ( 1أسئمة التقويم الذاتي )

 طأع ليس متجو                    طوع ليس متجو
 طجع متجو                         طدع متجو

 ػع ليس متجو                 طكعمتجوطى
 طزع ليس متجو                   طحعمتجو

 ططعمتجو
 ( 2أسئمة التقويم الذاتي )

 )أ(
 1-         

 cd)(
→→→→→

bcabcdbcab 
→→→

=+ adcdac                
0-                0=+=++++

→→→→→→→

daaddadacdbcab 

 )ب( 
 )1(..........+=

→→→

bcabac   

      )2.........(+=
→→→

adbabd  

 بالجمع ينتج :
→→→→→→

+++=+ adbcbaabbdac  
→→→

adadbdac +2+0=+⇒
→ لان   →→

2= adbc  

⇒
→→→

adbdac 3=+  

 
 

 
 
 



 (0أسئمة التقويم الذاتي )
 )أ(

 12i + 5 jمقدار 
1316925144512512 22  ji 

 لذلؾ
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 a .متجو كحدة 
2) b = (3,4)  

b  = 5=25=16+9  

b   لممتجو  ب يمثؿ متجو كحدة ، نُكجد متجو الكحدةb    

 b  = →

→

b

b
= 

1 3 4
(3,4) ( , )

5 5 5
b     

3) c = (0,2) 

c  = 2=4=4+0  

c    ب يمثؿ متجو كحدة ، نكجد متجو الكحدة لممتجوc    

 c = →

→

c

c
= )1,0(=)2,0(×

2

1 c⇒  

4) d = (1,0) 

d  = 1=1=0+12    



 d . متجو كحدة 
 

 ( 4أسئمة التقويم الذاتي )
 )أ(

a . b = 2(4) + 5 (-1) = 8 – 5 =3 

 طوع
(1) a.b =3 2 + (-2) 4 + 1(-3) = -5 

  الزاكي  بيف a.b . منمرج 
(2) a.c  = 3 3 +(-2) 6 + 13 = 0  

  الزاكي  بيف a.c  قاتم  أم أف  aوc   تعامداف .م 
(3) b.c = 23 + 46 +(-3) 3 =21 

  الزاكي  بيف b.c .حادة 
 ( 5أسئمة التقويم الذاتي )

 
a . b = 4(2) + (-3)(5) +6 (-1) = 8 – 15 - 6 =-13 

 (6أسئمة تقويم ذاتي )
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2
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1
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91)8(4 2222
3

2
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1
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لذلؾ              
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2

Cos   ك
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4
1
Cos 

كالزكايا المقابم  ليا ىع:  6.63,7.152,6.83 123   

 
 
 



 (7أسئمة تقويم ذاتي)
u . v =2.3 + 1.4 + (-3).(-2) + 4.1 

= 6 +  4 +  6 + 4 = 20   

u . w =2.5 + 1.(-2) + (-3).3 + 4.7 

= 10-  2 -  9 +28= 27   
 

 (8ذاتي ) أسئمة تقويم
iiiiiwz  72352)25()32( 

iiiiiiwz 11+16=
2

6415+10=)25()3+2(= 

iiwiiz 2525,3232  

i
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w

13

19

13

4
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194
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32

25
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 ( 9أسئمة التقويم الذاتي )

x(1,1,0) + y(1,0,1) + z(o,1,1) = (10,9,17)                                طأع
    (-4,6,-7) = (8,22,13)     
 1) 4u + v = 4(3,4,5) + (-4,6,-7) = (12,16,20)+ 
2) u – v =  (3,4,5) - (-4,6,-7)  = (-7,-2,-2) 

3) -5v = -5(-4,6,-7) = (20,-30,35) 

4غير معرؼ ط   
                                      x = 1 , y = 9 , z = 8طوع 

 

 
 



 مسرد المصطلحات
 Vectorالمتجو  *

، المجاؿ الكيرباتى، المجاؿ ىك كمي  ليا مقدار كاتجاه مثؿ السرع  ، كالتسارع، القكة، العزـ
 المغناطيسى كالإزاح .

 المتجو القياسي * 
 ىك المتجو الذم بدايتو نقط  الأصؿ كنيايتو أم نقط  فع المللها .

 حاصل الضرب الداخمي لمتجيين * 
متجيػػػيف ككانػػػت الزاكيػػػ  بينيمػػػا ، فػػػإف حاصػػػؿ الللهػػػرو الػػػداخمع لممتجيػػػيف  a,bإذا كػػػاف 

a,b :يعرؼ بػػ 
a.b = θba cos  

 الاستقلال الخطي:* 
 فراغان خطيان طمتجيانع ككانت  Cإذا كانت 

Cccc n ∈,.....,,  يقاؿ أف: 21
ncccالمتجيات            ,.....,,  مستقم  خطيان إذا كفقط إذا تحقؽ الترط التالع: 21

Raaaإذا كاف  n ∈,.....,,  يث أف:بح 21
0.....a 2211  nncacca 

 فإف                             

             0==.....== 21 naaa 
 R (n-dimensional)Euclidean Space( n)ذو البعد  nRالفضاء الأقميدي * 

)مجمكع  كؿ المرتبات  )
nxx )حيث  nذات الطكؿ  1,....., )Rxx n  أم أف :1,.....,∋

nR =   Rxxx nn ,.....,:,.....,x 11  

)كيسمى العنصر  )
nxx ,.....,1x =   متجيان أك نقط  فعnR كما تسمى الأعدادnxx ,.....,1 

 مركبات أك إحدثيات ذلؾ المتجو أك تمؾ النقط . 
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 المقدمة
 تمهيد 

مف مقرر الجبر الخطع كالتى سنتعرؼ مف  مرحبان بؾ عزيزل الدارس فع الكحدة الثاني 
خلاليا عمى أنظم  المعادبت الخطي  كالطرؽ المنتظم  لحؿ ىذه الأنظم . نتعرؼ فع 
القسـ ابكؿ مف الكحدة إلى معنى المعادل  الخطي  ككيؼ نمايز بيف ثلاث حابت لحؿ 

مى النظاـ الخطع ىذه المعادل . القسـ الثانع يتناكؿ نظـ المعادبت الخطي  فيو نتعرؼ ع
المتجانس كغير المتجانس كالعلاق  الأساسي  بيف النظاميف. القسـ الثالث نتعرؼ عمى 
طرؽ حؿ نظاـ المعادبت الخطي  كفيو سنتعرؼ عمى طريق  غاكس التخميللهي  طالحذؼ 
المتتالعع كتنتقؿ بؾ الكحدة إلى قسميا الرابع حمكؿ نظـ المعادبت المتجانس  كفيو نتعرؼ 

 لحؿ الصمرم كالحؿ غير الصمرم.عمى ا
تجد فع متف ىذه الكحدة تدريبات كأستم  تقكيـ ذاتع كأمثم  مع حمكليا ، أرجك أف  

 تميد منيا كأف تساىـ معنا فع نقدىا . 

 أىداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

يتكقع منؾ عزيزم الدارس بعد الإنتيا  مف دراس  ىذه الكحدة أف تككف قادران 
 عمى أف: 

 المعادل  الخطي .تعرف  -
 ر المتجانس  مف المعادبت الخطي نظم  المتجانس  كغيلأحمكؿ ا تجد -
 المتجانس بيف النظاـ المتجانس كغير  تقارن  -
 نظم  المتجانس  باستعماؿ طريق  غاكس التخميللهي  حمكؿ الأ تجد -
 .مثم  ىؿ يممؾ النظاـ المتجانس حمكبن صمري  كغير صمري بالأ تشرح -

 



 المعادلة الخطية. 1
لػ  التػع تكتػو عمػى ىػع المعاد x1,x2…,xnمػف المتغيػرات  nالمعادل  الخطي  فع  
 الصكرة:

bxaxaxaع            1ط                     nn  ......2211 
Rbaiحيػػػػث أف ,       كix ىػػػػع المجاىيػػػػؿ أك المتغيػػػػرات كذلػػػػؾ لكػػػػؿ i   فػػػػع المتػػػػرة

ni 1  ك  . n أم عػدد طبيعػع .تسػمى ىنػا القياسػيات ai  المعػاملات لممتغيػرات .xi 
  iالػكاردة فػع المعادلػ  حيػثxi كيعطػع عدديػ  المتغيػرات    xiيػرد مللهػركبان فػع     aiطكػؿ 

 الحد الثابت أك ببساط  الثابت لممعادل  .  bع. كيسمى القياسع  n , 1تزخذ القيـ بيف
 

 مثال
 أم مف المعادبت التالي  خطي :

8+7=-7ع 1 yx 
6y-3=8ع 1 3x 
+x-5=0ع 3 321 xx 
+9+=8 ع4

6
zy

x
 

32ع5
8

1
 zxy 
 الحل:

المعادل  الخطي  كىع عمى الصكرة العامػ  لممعادلػ  الخطيػ  ، المعادلػ  الثانيػ  ليسػت خطيػ  
، كتعتبر المعادل  الرابع   3xكذلؾ لكجكد ،ككذلؾ المعادل  الثالث  ليست خطي  3yلكجكد 

كػػذلؾ ليسػػت خطيػػ  نسػػب  لكجػػكد 
x

، أمػػا المعادلػػ  الخامسػػ  فتعتبػػر خطيػػ  كيمكػػف كتابتيػػا 6
 عمى الصكرة العام  كما يمع:

-3=2z+y-
8

1
x 



 نعتبر أم مجمكع  قيـ لممجاىيؿ مثؿ:
x1 = k1       , x2 =k2      ,…….. ,  xn = kn 

 ثابت  ، حلان لممعادل  إذا حققت المعادل :أعداد  k1,  k2  , kn حيث 
bkakaka nn  ......2211 
 ع فػع ىػذه الحالػ  نقػكؿ أف فتػ  الأعػداد  ixمحؿ متغيرىا  k iطحيث أحممنا كؿ مف قيم   

k1,  k2 ,… , kn   كنرمز ليذا الحؿ بالمرتو:. تحقؽ المعادل 
u = ( k1,  k2 ,…….. , kn) 

 مثال
3532إذا كانت المعادل  ىع   4321  xxxx  فإف المرتو الرباعع ، 

u = (1,2,4,2)   ىك الحؿ لممعادل  لأف 
1.1 + 2.2 -3.4 + 5.2 = 15 – 12 = 3 

 ليست حلان لأف :   v = (2,-1,0,5)كلكف المرتو الرباعع 
1.2 +2 (-1) -3.0 +5.5 = 25 ≠ 3 

ع كىع الصكرة العام  لممعادل  الخطيػ  نميػز بػيف 1، لإ يجاد حؿ لممعادل  ط عزيزي الدارس
 ثلاث حابت .

فإننػا نعيػد كتابػ  المعادلػ    01a ≠)أ( إذا كـان أحـد المعـاملات مخـالف لمصـفر ولنقـل أن  
 بالتكؿ الآتع

nn xaxabxa  ......2211 

n            أك                 

n x
a

a
x

a

a

a

b
x

1

2

1

2

1

1 ......  

nxxx بػػافتراض أم قػػيـ لممتغيػػرات 1xكنحصػػؿ عمػػى قيمػػ    ,....,, .ىنػػا يمثػػؿ المرتػػو  32
nxxx ,....,, حػػلان لممعادلػػ  كيكجػػد عػػدد ب نيػػاتع مػػف الحمػػكؿ مػػف ىػػذا النػػكع طحػػؿ لكػػؿ  21

nxxxافتراض لمقيـ  ,....,,  .ع32
 .  b ≠ 0 . كميا مساوية لمصفر ولكن ia)ب( إذا كانت المعاملات 

bxxxأل                               n  .0.......0.0 21 



 b فزف المعادل  ب تممؾ حلان لأف النظاـ غير متناسؽ أك ىك متناقض حيث أف الترط 

nxxxيار لممتغيرات.   ب يمكف تحقيقو بزم اخت0 ≠ ,....,, 21. 
 فإن المعادلة تصير  b=0تساوى صفراً  و ia)ج( إذا كانت كل المعاملات 
0.0.......0.0 21  nxxx 

nxxxفإف أم مرتو  ,....,, 0.0.......0.0يعتبر حلان لأف  21 21  nxxx 
nxxxميما كانت قيـ  ,....,, 21 

 (1تدريب )
 
 

 
 

( 1أسئمة التقويم الذاتي )  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

. 3x -6y +z = 9ع لممعادلػ  x , y , zأكجػد قػيـ المرتػو الثلاثػع ط
 .  x3=z  , x2=y , x1=xحيث أف  

 

 دل  خطي :أم مف المعادبت التالي  معا
4x-2+5=7ع1 321 xx 
5+4=19ع1 2

1 xx 
++=0ع3

x- 32

12

1
xx

x

x 
 



 نظم المعادلات الخطية.0
عزيزي الدارس ، ننقل الآن الأفكار التي وردت في القسم الأول من الوحـدة لمنظـام الآتـي 

 متغير كما يمى nمعادلة خطية و  mالمكون من 
11212111 ...... bxaxaxa nn  

       (0           )22222121 ...... bxaxaxa nn  
                     ............................................................... 

mnmnmm bxaxaxa  ......2211 
Rba حيث  iij ,       لكلji, . 

 j =1,2,…..,n و  i =1,2,…..,m حيث 
( إلــى رقــم iمرقَّمــة بحيــث يشــير الحــرف الســفمي الأول ) ijaوننبــو إلــى ان المعــاملات 

 ( إلى رقم المتغير. jالمعادلة والثاني )
كميا تساكل صمران   bm,…., b2, b1ع أعلاه متجانسا إذا كانت الثكابت 1ط يسمى النظام

       قيم                nكغير متجانس فع الحابت الأخرل. كذلؾ يسمى أم مرتو مف
u = ( k1,  k2 ,…….. , kn)  حلان لممعادل  طأك حلان خاصانع إذا كاف يحقؽ كؿ معادل  فع

 النظاـ أعلاه. كما تسمى فت  كؿ الحمكؿ مف ىذا النكع فت  الحؿ أك الحؿ العاـ.

 
 مثال 
 النظاـ

8=x-

19=9++7

0=+8

2=x-6+5

23

321

21

321

x

xxx

xx

xx

 

321متغيرات  3ىك نظاـ خطع غير متجانس مككف مف  ,, xxx  معادبت. 4ك 

 
 



 (0تدريب )
 
 

 
 

 

nssssنسمع متتالي  الأعداد  ,...,,  حلان لممعادل  الخطي   321
bxaxaxa nn =+...++ إذا تحققػػػػػػػػػػػػػػػػػػػت المعادلػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  عنػػػػػػػػػػػػػػػػػػػد إجػػػػػػػػػػػػػػػػػػػرا  التعػػػػػػػػػػػػػػػػػػػكيض 2211
nn sxsxsx =,...,=,= bxaxaxa، أم أنػػػػػػو إذا كػػػػػػاف  2211 nn =+...++ ، تسػػػػػػمع 2211

 الممكن  لممعادل  الخطي  السابق  مجمكع  الحؿ ليذه المعادل .مجمكع  كؿ الحمكؿ 
nssssكما أف متتالي  الأعداد  ,...,, تكػكف حػلان لمنظػاـ الخطػع إذا كانػت حػلان لكػؿ معادلػ  321

مػػػف معػػػادبت النظػػػاـ الخطػػػع ، كمػػػا تسػػػمى مجمكعػػػ  كػػػؿ الحمػػػكؿ الممكنػػػ  لمنظػػػاـ الخطػػػع 
 مجمكع  الحؿ ليذا النظاـ.

 مثال 
 حلان لمنظاـ  الخطع  -1، 1،3ىؿ تتكؿ المتتالي  

19=7+2+2

4=8x+2x-9

321

321

xxx

x 

 
 الحؿ

=,x-2=1,=3نعكض فع النظاـ  321 xx لنحصؿ عمى 

19=7(3)+2(1)+2(-2)

4=8(3)+2(1)-)-2(9 

 أم أف متتالي  الأعداد ىذه تحقؽ المعادلتيف معان كعميو فيع حؿ لمنظاـ الخطع.
 
 

 ىؿ النظاـ التالع نظاـ خطع متجانس ؟ كلماذا؟

0=x-x-

0=2-+

0=x-3+5

234

41

321

x

xx

xx

 



 (0تدريب )
 
 

 
 
 

 

 عادلاتنظام الم 1.0
0...... 1212111  nn xaxaxa 

......0ع             3ط        2222121  nn xaxaxa 
                     ............................................................... 
0......2211  nmnmm xaxaxa 

حػلان فػع كػؿ  ع يممػؾ3ع. ىػذا النظػاـ ط1يسمى النظػاـ المتجػانس المػلازـ لنظػاـ المعػادبت ط
حػػؿ يحقػػؽ المعادلػػ  كيسػػمى الحػػؿ الصػػمرم أك   1ع = 1،1،....،1الأحػػكاؿ إذ أف المرتػػوط

 الحؿ التافو أم حؿ آخر ، إذا كجد ، يسمى حلان غير صمرم أك غير تافو.
 -ع تتللهمنيا النظري  الآتي :3ع كط1كالعلاق  الأساسي  بيف النظاميف ط

 :1نظرية
ىػػك الحػػػؿ العػػػاـ  Wع كاف 1دبت غيػػر المتجػػػانس طحػػػؿ خػػاص لنظػػػاـ المعػػػا uلنمػػرض أف 

 ع. فع ىذه الحال  فإف.3طمجمكع الحمكؿ ع بنظاـ المعادبت المتجانس الملازـ ط
 WwwuWu  : 
 ىك الحؿ العاـ لنظاـ المعادبت غير المتجانس.

لكػف لػدينا  ع1ىذه النظري  ب تمكف فكاتد عممي  كب تساعد فع إيجاد حمػكؿ محػددة لمنظػاـ ط 
طريقػػ  مميػػدة لػػذلؾ ىػػع طريقػػ  غػػاكس فػػع الحػػؿ بالحػػذؼ المتكػػرر. التػػع سػػنتعرض ليػػا فػػع 
المقرة القادم  كلكف لأىمي  ىذه النظريػ  مػف الناحيػ  العمميػ  كاسػتعماليا الػداتـ فػع حػؿ نظػـ 

 حلان لمنظاـ الخطع 3،9،5ىؿ تتكؿ المتتالي  

28=5+x-4

6=2x-3+

321

321

xx

xx 

 



المعػػادبت ابتػػتقاقي  الخطيػػ ، فإننػػا نػػكرد برىانيػػا فػػع الممحػػؽ فػػع نيايػػ  ىػػذا المصػػؿ لمػػف 
 فع ذلؾ كب تتطمو معرف  البرىاف مف الدارس. يرغو

 عزيزم الدارس، لنعد الآف لمنظاـ الخطع:
11313212111 =+...+++ bxaxaxaxa nn  

22323222121 =+...+++ bxaxaxaxa nn  

•

•

•

 

mnmnmmm bxaxaxaxa =+...+++ 332211  

اـ نسػػػتطيع تكػػػكيف مػػػف المتغيػػػرات ، مػػػف ىػػػذا النظػػػ nمػػػف المعػػػادبت فػػػع  mالمكػػػكف مػػػف 
 مصمكفتيف :

           naaaa 1131211 ...                      naaaa 1131211 ...   1b  

           naaaa 2232221 ...                     naaaa 2232221 ...  2b   

A =     naaaa 3333231 ...     , A  =       naaaa 3333231 ...  3b  
            

•

•
    

•

•
     

•

•
        

•

•
                     

•

•
     

•

•
     

•

•
         

•

•
    

•

•
     

           mnmmm aaaa ...321                  mnmmm aaaa ...321  mb  

 
 

مصػػػمكف  المعػػػاملات لأنيػػػا تحتػػػكم معػػػاملات المتغيػػػرات فػػػع النظػػػاـ  Aتسػػػمى المصػػػمكف  
 المصمكف  الممتدة لمنظاـ الخطع.  Aالخطع كتسمى 

nxxxعزيزم الػدارس ، يمكػف كتابػ  المتغيػرات  ,,...,  n1حجميػا  Xفػع مصػمكف  21
 عمى التكؿ:

X =   

nx

x

x

x

•
3

2

1

 



B =    

1

2

3

m

b

b

b

b

 
 
 
 
 
 
  

 

 كيمكف كتاب  النظاـ الخطع السابؽ عمى التكؿ 
Ax = B 

مصمكف  عناصر  Bمصمكف  المتغيرات ،  xىع مصمكف  المعاملات ،  Aحيث أف 
 الطرؼ الأيمف طالثكابتع لمنظاـ الخطع.

ذا كاف النظاـ الخطع متجانسان فيمكف كتابتو عمى الصكرة   . Ax =0كا 
 مثال ) (

 املات كالمصمكف  الممتدة لمنظاـ الخطع:جد مصمكف  المع

5                82

6                  2x

4x-3x57

42

42

4321







xx

x

xx

 

  Ax =Bثـ اكتو ىذا النظاـ عمى التكؿ 
 الحؿ 

 ىع : Aمصمكف  المعاملات 
7 5 3 1

0 2 0 1

0 2 0 8

 
 
 
  

 

 ىع Aالمصمكف  الممتدة 
7 5 3 1 4

0 2 0 1 6

0 2 0 8 5

 
 
 
  

 

 Ax =Bكيمكف كتاب  ىذا النظاـ عمى التكؿ 



7 5 3 1

0 2 0 1

0 2 0 8

 
 
 
  

    
1

2

3

4

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 

 =     
4

6

5

 
 
 
  

 

 (4تدريب )
 
 

 
 
 
 
 

 حل نظام المعادلات الخطية. 0
سنقكـ الآف عزيزم الدارس ، بحؿ نظاـ المعادبت الخطي  بتخميللهو لنظاـ أبسط إف المبػدأ 

سػتبداؿ ىػذا الذم يرتكز عميو طريق  التخميض فع حؿ أم نظاـ خطع مػف المعػادبت ىػك ا
 النظاـ بنظاـ آخر أبسط كلو نمس مجمكع  الحؿ كيتـ ذلؾ باتباع الخطكات آبتي :

فػػع المعادلػػ  الأكلػػى ذات معامػػؿ   1xنبػػدؿ ترتيػػو المعػػادبت إذا لػػزـ بحيػػث تصػػير -1
011غير صمرم أم  a. 

 لتصير iLنحكؿ المعادل   1iلكؿ  -0

iii LaLaL 1111  
بالمعامػػؿ  L1بمعادلػػ  نحصػػؿ عمييػػا بللهػػرو المعادلػػ  الأكلػػى    iأم نسػتبدؿ المعادلػػ  رقػػـ 

1ia   كالمعادلػػػ  رقػػػـi ،.Li 11بالمعامػػػؿ رقػػػـa  ك نجمعيمػػػا. بيػػػذا نحصػػػؿ عمػػػى نظػػػاـ
مبػػو مػػف الػػدارس. ىػػذا النظػػاـ ع.  كلكننػػا ب نط1عأم لػػو نمػػس الحػػؿ مثػػؿ ط1مكػػافئ لمنظػػاـ ط

 :المخمض يتخذ التكؿ الآتع

  الممتػػػػػدة لمنظػػػػػاـ الخطػػػػػع جػػػػد مصػػػػػمكف  المعػػػػػاملات كالمصػػػػمكفأك 
 التالع

3=+x-

9=3+x-5

31

321

x

xx
 

 Ax =Bثـ أكتو النظاـ عمى التكؿ 

 



1

1

1

1

212

1

111

1 ...... bxaxaxa nn
 

ع           1ط       
2

1

2

1

22

1 ......
2

bxaxa nnjj
 

                        ..................................................... 
mnmnjmmj bxaxa

m

111 ......  
01حيث 

11 a 2يرمز . ىناj
x   لممجيكؿ الأكؿ ذم المعامؿ غير الصمرم فػع معادلػ

12غيػػر الأكلػػى. كمػػف الخطػػكة الثانيػػ  نػػرل أف  
xx j  ىػػذه العمميػػ  التػػع تحػػذؼ مجيػػكبن

 مف المعادل  التالي  تسمى طريق  غاكس بالحذؼ المتتالع.
يزم الدارس أف النظاـ الثانع الناتا مف استبدؿ النظاـ الأكؿ  يككف مكافتان لو ، بحظ عز 

فإذا كاف لدينا نظامان خطيان مف المعادبت كقمنا بإبداؿ معادلتيف أك للهربنا إحدل 
المعادبت بعدد حقيقع أك للهربنا المعادبت بعدد حقيقع كأللهمنا الناتا إلى معادل  أخرل 

الحؿ لمنظاـ الجديد الناتا مف أم مف العمميات الثلاث  السابق  ىع فع النظاـ فإف مجمكع  
    نمس مجمكع  الحؿ لمنظاـ الأكؿ.

 
 مثال

 أكجد حمكؿ النظاـ التالع باستعماؿ طريق  غاكس التخميللهي 

6=++

5=z-3+2

2=z+y-

zyx

yx

x

 

 الحؿ
 المصمكف  الممتدة ليذا النظاـ :

1 1   1 2

2 3 1 5

1 1   1 6



  

كأللهػػؼ النػػاتا لممعادلػػ  الثانيػػ  لتحصػػؿ عمػػى النظػػاـ  -1كلػػى بالعػػدد للهػػرو المعادلػػ  الأ
 الخطع المكافئ:



6=++

1=3z-5+

2=+-

zyx

y

zyx

    ,      

1 1   1 2

0 5 3 1

1 1   1 6



  

 المصمكف  الممتدة لمنظاـ الجديد مكافت  لمنظاـ الأصمع .
  ممعادلػػ  الثالثػػ  لتحصػؿ عمػػى النظػػاـ كأللهػػؼ النػاتا ل -1للهػرو المعادلػػ  الأكلػى بالعػػدد

 الخطع المكافئ:

42

13z-5

2-







y

y

zyx

          ,       

1 1   1 2

0 5 3 1

0 2  0 4



  

   للهرو المعادل  الثاني
5

1  

4=2

5

1
=

5

3z
-

2=+-

y

y

zyx

        ,    

1 1 1 2

3 1
0 1

5 5

0 2 0 4




 

   النػػػػاتا لممعادلػػػػ  لتحصػػػػؿ عمػػػػى النظػػػػاـ الخطػػػػع كأللهػػػػؼ  -1للهػػػػرو المعادلػػػػ  الثانيػػػػ
 المكافئ:

5

18
=

5

6

5

1
=

5

3z
-

2=+-

z

y

zyx

     ,    

1 1   1 2

3 10 1
5 5

6 180 0
5 5



  

  اللهرو المعادل  الثالث  بالعدد
6

، ثـ اللهرو بعد ذلػؾ نمػس المعادلػ  الثالثػ  بالعػدد  5
5

3 
كاجمػع النػاتا لممعادلػ   -1ني  ، ثـ اللهرو المعادل  الثالث  بالعدد كاجمع الناتا لممعادل  الثا

 الأكلى لتحصؿ عمى النظاـ الخطع المكافئ:

3=

2=

-1=-

z

y

yx

    ,  

1 1 0 1

0 1 0 2

0 0   1 3

 

   



  كأخيػػران اجمػػع المعادلػػ  الأكلػػى مػػع المعادلػػ  الثانيػػ  لتحصػػؿ عمػػى التػػكؿ الصػػمع المميػػز
 :لمصمكف  المعاملات 

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0   1 3

 

 النظاـ الخطع المرتبط بالمصمكف  الممتدة ىك:

3=

2=

1=

z

y

x

 

لحػػػؿ المعػػػادبت الخطيػػػ  ذات الثلاثػػػ  مجاىيػػػؿ باسػػػتخداـ طريقػػػ  جػػػاكس التخميللهػػػي  نتبػػػع 
 الأسس التالي :

 ف نكتو مصمكف  المعاملات كالثكابت بػدكف رسػـ قكسػع المصػمكف  كنمصػؿ بػيف العمػكدي
 الثالث كالرابع بخط مستقيـ.

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a b c d

a b c d

a b c d

 

  إذا كانػػت المدخمػػ  الكاتنػػ  فػػع الصػػؼ الأكؿ تسػػاكم صػػمران فإننػػان نعيػػد ترتيػػو المعػػادبت
 بحيث ب تككف المدخم  الأكلى صمران.

  إذا كانػػػت المدخمػػػ  ب تسػػػػاكم كاحػػػد نحكليػػػا إلػػػػى كاحػػػد كذلػػػؾ بللهػػػػرو جميػػػع مػػػػدخلات
 نظير الللهربع لممدخم  ذاتيا.الصؼ الأكؿ فع ال

3333

2222

1

1

1

1

dcba

dcba

a

c

a

      

   

a

db

1

11

 

 .نحكؿ جميع المدخلات الكاتن  للهمف المنحنى المغمؽ صمر 



3333

2222

1

1

1

1

dcba

dcba

a

c

a

      

   

a

db

1

11

 

  نجد قيـx , y , z  
 مثال

 أكجد حمكؿ النظاـ التالع باستعماؿ طريق  غاكس التخميللهي 
2x + y -3z = 5 
3x -2y +2z = 5 

5x -3 y -z = 16 
 لحل : ا

. فع المعادل  الثانيػ    xكجمعنا، فإف معامؿ 1كالثاني  فع -3إذا للهربنا المعادل  الأكلى فع
 كيصير باقع النظاـ كالتالى:  2 (3x) =0 + (2x ) 3-سيصير صمران:

                    313 25 LLL                212ك 23 LLL  
 كف ىذه المعادبت كالتالع:فع الحال  اليسرل تك

15936:3 1  zyxL 
10446:2 2  zyxL 

5137:23 21  zyLL 
2515510:5 1  zyxL 

322610:2 3  zyxL 
71311:25 31  zyLL 

 بذلؾ يككف لدينا النظاـ المخمض المكافئ التالع
2x + y -3z = 5    

-7y +13z = -5 

-11 y +13 z = 7      
كنعيػد العمميػ  الآف عمػػى المعػادلتيف الثانيػػ  كالثالثػ . فيمكننػػا أف نللهػرو المعادلػػ  الثانيػ  فػػع 

 فيصير لدينا الآتع: -7+ كالثالث  فع 11
-77y +143z = -55                 L2:11 + 



+77y -91z = -49                                           L3:7 - 
+52 z = -104                           

 كبذلؾ نصؿ إلى التخميض النياتع لمنظاـ كىك
2x + y -3z = 5    

-7y +13z = -5 

+52 z = -104                                           
ع كنستطيع أف نػرل 1كىذا النظاـ المخمض لو نمس حؿ النظاـ الأكؿ طلمبرىاف انظر ممحؽ 

 أف:  مف المعادل  التالي 

2
52

104



z 

 .  yكمف المعادل  الثاني  نحصؿ عمى قيم 

3
7

21
)5)2.(13(

7

1
y 

 . xثـ أخيران نجد مف المعادل  الأكلى قيم 
1

2

2
)5)2.(3)3((

2

1
x 

ع. كنجػػد بسػػيكل  أف ىػػذا ىػػك حػػؿ النظػػاـ 1،-3،-1كبيػػذا يكػػكف حػػؿ النظػػاـ ىػػك المرتػػو ط
 الأكؿ غير المخمض:

2(1) + (-3) -3(-2) = 5   

3(1) -2(-3) +2(-2) = 5    

5(1) -3 (-3) – (-2) = 16 
 كنلاحظ أف المعادبت الثاني  كالثالث  تتكؿ نظامان جزتيان أقؿ ك مجاىيؿ أقؿ مف النظاـ الأكؿ:

 أيللهان نلاحظ:
إذا كجػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػدت فػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػع النظػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاـ المخمػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػض معادلػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ  مػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػف النػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػكع  ع أ

bxxx n  .0.......0.0 نظػاـ غيػر متػكاتـ كب فػإف الb≠ 0  حيػث   21
 يممؾ حلان.

0.0.......0.0إذا كجػػػدت معادلػػػ  مػػػف النػػػكع   ع و 21  nxxx   فػػػاف ىػػػذه
 المعادل  يمكف أف تحذؼ بدكف أف تؤثر عمى الحؿ.



تػػتمخص طريقػػ  غػػاكس فػػع تخمػػيض النظػػاـ إلػػى نظػػاـ مثمثػػع بجمػػع مللهػػاعمات المعػػادبت 
 :إلى بعللهيا فنحصؿ كما أسممنا عمى نظاـ مف النكع الآتع

11212111 ...... bxaxaxa nn  
2 2 2 22 2 1 1 2 2......j j j j n na x a x a x b                            

............................................................... 
rnrnjrjjrj bxaxaxa

rrrr
  ......11 

rjjحيث   .....1  كحيث المعاملات فع أكؿ كؿ معادل  مخالم  لمصمر أم   2
0,0

2
2

,0
11


rrj

a
j

aa
 

  xiىػػذا النظػػاـ يكػػكف فػػع تػػكؿ نظػػاـ مػػدرج كيسػػمى طنظػػاـ إيتػػيمكفع كمػػا تسػػمى المجاىيػػؿ 
 التع ب تظير فع بداي  أم معادل  أم:

 rjji ,...,1 2   : المتغيرات الحرة. كتصا ىنا النظري  الآتي 
 حؿ النظاـ المخمض يككف كالآتع: : 0نظرية 

ادبت يساكل عدد المتغيرات فإف النظػاـ المخمػض ، أم عدد المع  r = nإذا كانت -أ 
نُ كىك أيللهان حؿ النظاـ غير المخمض الذم انطمقنا منو.  يممؾ حلان كاحدان فريدان

ع . فإننػػا nأقػػؿ مػػف عػػدد المتغيػػراتطr ) ،أم عػػدد المعػػادبتط  r < nإذا كانػػت  -و 
ف أم قػيـ اختباريػ  كنحصػؿ مػ   n – rنسػتطيع أف نعطػع المتغيػرات الحػرة كعػددىا

ذلػػػؾ عمػػػى قػػػيـ بقيػػػ  المتغيػػػرات كيكػػػكف لػػػدينا حػػػؿ لمنظػػػاـ المخمػػػض كبالتػػػالع لغيػػػر 
 المخمض.

 (5تدريب )
 
 

 
 
 

 حؿ النظاـ التالع باستخداـ طريق  جاكس التخميللهي :

2=z-2y+x

4=3z+y-2

3=++

x

zyx

 

 



 مثال 
 ىؿ يممؾ نظاـ المعادبت الآتع حلان أـ ب:

14322

2523

31345







wzyx

wzyx

wzyx

 

 الحل:
 نخمض النظاـ إلى تكؿ مدرج كالتالع: 

 
14322

2523

31345









wzyx

wzyx

wzyx  5 4 13 3

16 10 44 7

 8 5 22 5

x y z w

y z w

y z w

   

    

    

  

3000

7441016

31345







wzy

wzyx

 

 

ب يمكػف أف تتحقػؽ.  1=  -3ىذا النظػاـ المخمػض غيػر متػكاتـ كب يممػؾ حػلان بف المعادلػ 
 لذلؾ ب يممؾ النظاـ المخمض كبالتالع غير المخمض حلان.

 (6تدريب )
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 أكجد حمكؿ النظاـ الآتع إف كجدت

064

4352

523

222









zyx

zyx

zyx

zyx

 

 



(0أسئمة التقويم الذاتي)   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 ةحلول نظم المعادلات المتجانس .4
إذا خمللهػػنا نظػػاـ المعػػادبت متجػػانس بطريقػػ  غػػاكس، فػػإف النظػػاـ المخمػػض سػػيممؾ عمػػى 

. كىػػك لػػذلؾ متػػكاتـ كيمكػػف داتمػػا تخميللهػػو لنظػػاـ  1ع = 1،1،....،1الأقػػؿ الحػػؿ الصػػمرم ط
 مدرج مكافئ كما يمع:
0...... 1212111  nn xaxaxa 

   
2 2 2 22 2 1 1 ...... 0j j j ja x a x                         

........................................... 
0......11   rrrr jrjjrj xaxa 

 

 أكجد حمكؿ نظاـ المعابت الآتي : (1

10863

93442

332







wzyx

wzyx

wzyx

 

 أكجد حمكؿ نظاـ المعادبت الآتع: (0

53333

4223

1322







wzyx

wzyx

wzyx

 

 -حدد ما إذا كاف النظاـ الآتع يممؾ حلان أـ ب: (0

23262

13452

113

432









zyx

zyx

zyx

zyx

  

 

 



 لذلؾ يككف  ىنالؾ احتمابف لمحؿ:
فػع النظػاـ    nيسػاكل عػدد المجاىيػؿ   rأم عػدد المعػادبت    r = nإذا كانػت  ع أ

 المدرج فإف النظاـ يممؾ فقط الحؿ الصمرم.
ع النظػػاـ فػػ nأقػػؿ مػػف عػػدد المجاىيػػؿ  rأم عػػدد المعػػادبت  r < nإذا كانػػت  ع و

 المدرج . فإف النظاـ يممؾ حلان غير صمرم.

 : 1مثال 
 قرر ما إذا كاف النظاـ المتجانس الآتع يممؾ حلان غير صمرم أـ ب:

0223

032

023







zyx

zyx

zyx

 

 الحل:
 بالتخميض نحصؿ عمى التالع:

0223

032

023







zyx

zyx

zyx

          
0811

059

023







zy

zy

zyx

        

017

059

023







z

zy

zyx

 

فع النظاـ المخمض أعلاه يتساكل عدد المعادبت مع عدد المجاىيػؿ لػذلؾ ب يممػؾ النظػاـ 
 . 1ع = 1،1،1أم حؿ سكل الحؿ التافو أك الحؿ الصمرم ط

 

ياغ  كمػػا أسػممنا فػػيمكف صػػ r < nإذا كػاف عػػدد المعػادبت أقػػؿ مػف عػػدد المجاىيػؿ أم   
 القاعدة فع تكؿ نظري :

  :0نظرية
أم نظػػاـ معػػادبت خطيػػ  متجػػانس يكػػكف فيػػو عػػدد المتغيػػرات طأك المجاىيػػؿعأكبر مػػف عػػدد 

 المعادبت يممؾ حلان غير صمرم.
 البرىان:

 كلكننا نعطع أمثم  كافي  لذلؾ. 1يحذؼ كىك مثؿ النظري  
 



 : 0مثال 
 لا غير صمرم أـ ب:قرر ما إذا كاف النظاـ المتجانس الآتع يممؾ ح

0532

023

032







wzyx

wzyx

wzyx

 

 الحل : 
النظػػاـ يتكػػكف مػػف ثلاثػػ  معػػادبت فػػع أربعػػ  متغيػػرات لػػذلؾ فعػػدد المتغيػػرات أكبػػر مػػف عػػدد 

يممػؾ النظػاـ حمػكبن غيػر صػمري  كيمكػف الحصػكؿ عمييػا  3المعادبت. لذلؾ حسو النظري  
 بالتخميض إلى النظاـ المدرج.

ادبت مسػاكك لعػدد المتغيػرات فكػلا ابحتمػاليف كارد كيحػدد ذلػؾ النظػاـ أما إذا كاف عدد المعػ
المػػدرج فػػإف كانػػت معادبتػػو أقػػؿ مػػف متغيراتػػو فإنػػو  يكجػػد حػػؿ غيػػر صػػمرم كنػػرل ذلػػؾ فػػع 

 الأمثم  التالي .

 (7تدريب )
 
 

 
 
 

 مثال
 قرر ما إذا كاف النظاـ المتجانس الآتع يممؾ حمكبن غير صمري  أـ ب:
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0







zyx

zyx
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 الحل:
 لذلؾ ببد مف التخميض إلى نظاـ مدرج كما يمع: 3ب نستطيع أف نستميد مف النظري  

 حدد ما  إذا كاف النظاـ المتجانس الآتع يممؾ حلا غير صمرم  أـ ب:
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zyx

zyx
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0
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          
0

6 0

5 0

x y z

y z

y z

  

  
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        

0

6 0

29 0

x y z

y z

z
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  
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المدرج يممؾ ثلاث معادبت فع ثػلاث متغيػرات، فػإف النظػاـ ب  كنظران لأف النظاـ المخمض
 ع.1،1،1يممؾ سكل الحؿ الصمرم ط

 (8تدريب )
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 النظاـ التع يممؾ حلان غير تافو أـ ب.كاف ا قرر ما إذ
2 2 0

2 2 0

3 4 6 0

3 11 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

  

  

  

  

 

 



( 0أسئمة التقويم الذاتي )  
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

بسط حدد ما إذا كاف النظاـ الآتع متناسقا أـ أبالتخميض إلى نظاـ    [ 1 ] 
 ب. كمف ثـ أكجد الحؿ إف كاف ىنالؾ حلان.

22262

13452
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



zyx

zyx

zyx
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مف ثـ أكجد ك . فع نظاـ المعادبت الآتع أكجد المتغيرات الحرة  [ 2 ]
 الحمكؿ العام  لمنظاـ الآتع ك أكجد حلان خاصان محددان لمنظاـ.
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wzyx
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wzyx

 

 بي،ف ما إذا كاف النظاـ الآتع يممؾ حمكبن أـ ب   [ 3 ]
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

zyx

zyx
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 أكجد حؿ  نظاـ المعادبت الآتع:  [ 4 ] 
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1022


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 ـ المعادبت الآتعحؿ نظا  [ 5 ] 

14234
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632


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( 0تابع أسئمة التقويم الذاتي )  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

التػع تحقػؽ لنظػاـ المعػادبت الخطيػ  الآتػع الخػكاص    aأكجد قيـ    [ 6 ] 
 المذككرة أدناه 

 يكجد حؿ كاحد  -يكجد أكثر مف حؿ   ج -ب تكجد حمكؿ و - أ

23

332

1







zyax

zayx

zyx

 

تػى يكػكف ح   c , b , aمػا ىػع التػركط التػع يجػو أف تخللهػع ليػا   [ 7 ]
 لمنظاـ الآتع حؿ.

czyx

bzyx

azyx







85

23

32

 

ىؿ يممؾ النظاـ المتجانس الآتػع حمػكبن غيػر صػمري ؟ إف كػاف الأمػر   [ 8 ]
 كذلؾ أكجد ىذه الحمكؿ
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wzyx
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 برىف أف النظاـ الآتع يممؾ حمكبن غير صمري  ك أكجدىا    [ 9 ]
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 رىف أف النظاـ المتجانس الآتع ب يممؾ حمكبن غير صمري  ب  [ 10 ]
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 الخلاصة

 للهكعات الأساسي  التالي  فع الجبر الخطع:عزيزم الدارس عرللهنا فع ىذه الكحدة المك 

  المعادل  الخطي :حيث قمنا بتعريؼ المعادل  عمى حقؿR   كتبنا صيغتيا العام
 كىى كالتالع:

bxaxaxa nn =.+......++  كىنا ميزنا ثلاث حابت لحؿ ىذه المعادل : 2211
 مخالؼ لمصمر iaإذا كاف أحد المعاملات -1
 b≠0كميا مساكي  لمصمر كلكف iaنت المعاملات إذا كا -1

 b=0تساكم صمر ك  iaإذا كانت كؿ المعاملات  -3

Rbaxحيث أف  ii niفع المترة  iىع المجاىيؿ أك المتغيرات كذلؾ لكؿ ,,∋ ≤≤1 
 أم عدد طبيعع.

 : حؿ نظاـ المعادبت الخطي 

 كذلؾ بتخميللهو إلى نظاـ أبسط بالخطكات الآتي :
فع المعادل  الأكلى ذات معامؿ  1xنبدؿ ترتيو المعادبت إذا لزـ بحيث تصير  -1

 11a≠0غير صمرم أم 
 لتصير iLنحكؿ المعادل   1i لكؿ  -1

iii LaLaL 1111 +-→ 

* حمكؿ نظـ المعادبت المتجانس : عرفنا إذا كاف النظاـ يممؾ حؿ صمرم أـ ب كذلؾ 
 بتخميض النظاـ المتجانس بطريق  جاكس كعرفنا أف ىنالؾ احتمابف لمحؿ:

درج فإف فع النظاـ الم nيساكل عدد المجاىيؿ  rأم عدد المعادبت  r = nإذا كانت 
 النظاـ يممؾ فقط الحؿ الصمرل.

فع النظاـ المدرج فإف  nأقؿ مف عدد المجاىيؿ  rأم عدد المعادبت  r < nإذا كانت 
 النظاـ يممؾ حؿ غير صمرل.

 

 



 لمحة مسبقة على الوحدة التالية 
لقد أنيينا، عزيزم الدارس دراس  الكحدة الثاني  التع عالجت مكللهكع نظـ المعادبت 

كسنتعرؼ، إنتا  الله، فع الكحدة الثالث  مف مقرر الجبر الخطع عمى مكللهكع الخطي ، 
المصمكفات التع سنتناكؿ فييا العمميات عمى المصمكفات، كخصاتص جمع كللهرو 
المصمكفات كىى القكانيف الثماني  الأساسي  فع جبر المصمكفات ، كسنتعرؼ أيللهان فع 

كسنعالا العلاق  بيف المصمكفات كنظـ  ىذه الكحدة عمى الترط اللازـ لللهرو مصمكفتيف،
 المعادبت الخطي ، كسكؼ نتعرؼ عمى المصمكفات المربع  كأنكاعيا المختمم .

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 اجابات التدريبات
 ( 1تدريب )

 نكتو المعادل  بالتكؿ
3x=9 +6y -z  

  x =3+2y –z/3أك                                      
كيكػكف المتغيػرات  x سػتعطينا قيمػ  لممتغيػر   z , yنمترللهػيا لممتغيػريف كىنا نجد أف أم قػيـ

 الثلاث  حلان لممعادل  ، مثلان: 
 إذان سيككف   z= 3 , y = 2     لتكف

6
3

3
2.23 x 

 , z= 3 يمثؿ حلان لممعادل  لأننػا بػإحلاؿ  u =(6,2,3)بكممات أخرل فإف المرتو الثلاثع 

y = 2   نجد أف فع المعادل 
3.6-6.2+3 = 9 

 كىى جمم  صحيح 
 (0تدريب )

فػػػع  -1يمكػػػف كتابػػػ  ىػػػذا النظػػػاـ عمػػػى الصػػػكرة العامػػػ  لمنظػػػاـ الخطػػػع كذلػػػؾ بنقػػػؿ العػػػدد 
المعادل  الثاني  لمطرؼ الأيمػف لنحصػؿ عمػى نظػاـ خطػع غيػر متجػانس كذلػؾ لأف الطػرؼ 

 .1الأيمف لمنظاـ الجديد المكافئ يحتكم عمى 
 ( 0تدريب ) 
 فع النظاـ نعكض 

5=,9=,3= 321 xxx 
 فنحصؿ عمى :

6≠20=2(5)-)9(3+3 
ىذه القيـ ب تحقؽ المعادل  الأكلػى كعميػو فيػع ب تتػكؿ حػلان لمنظػاـ كعميػو ب حاجػ  لمتزكػد 

 مف أنيا تحقؽ المعادل  الثاني  أـ ب. 



 ( 4تدريب)
 مصمكف  المعاملات ىع

A  =    
5 1 3

1 0 1

 
 
 

 

 المصمكف  الممتدة ىع
A    

5 1 3 9

1 0 1 3

 
 
 

 

 كيمكف كتاب  ىذا النظاـ عمى التكؿ:

5 1 3

1 0 1

 
 
 

  
1

2

3

x

x

x

 
 
 
  

 =    
9

3

 
 
 

 

 (5تدريب ) 
 المصمكف  الممتدة ليذا النظاـ ىع:

1 1 1 3

2 1 3 4

1 2 1 2





 

→+-2 21 LL    

1 1   1 3

0 3   1 2

1 2 1 2

 



 

→31 + - LL     

1 1 1 3

0 3 1 2

0 1 2 1

 

 

 

 إبداؿ المعادلتيف الثاني  كالثالث  :
1 1 1 3

0 1 2 1

0 3 1 2

 

 

 

→32 + 3 LL    

1 1 1 3

0 1 2 1

0 0 5 5

 

 

 



             →   
5

1
- 3 L                

1 1 1 3

0 1 2 1

0 0 1 1

   

                                       →23 + 2 LL        

1 1 1 3

0 1 0 1

0 0 1 1

 

 →13 + - LL     

1 1 0 2

0 1 0 1

0 0 1 1

 

 

→12 + - LL      
1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

 

خطع مكافئ لمنظاـ المطمكو حمو ، كبذلؾ يككف الحػؿ  كىذا النظاـ الأخير ىك أبسط نظاـ
 المطمكو ىك:

x = 1 , y = 1 , z = 1 
 

 ( 6تدريب )
 نخمض النظاـ كالتالع 

064

4352

523

222









zyx

zyx

zyx

zyx

          

2 2 2

8 7 1

9 8

2 4 2

x y z

y z

y z

y z

  

   

   

  

        

1717

99

12

222









z

z

zy

zyx

 

كحكلنيػا لتكػكف الثانيػ  كبعػد للهػرو ىػذه  1الأخيػرة قسػمنا المعادلػ  الرابعػ  عمػى  فع الخطػكة
كحصػػمنا عمػػى المعادلػػ   yأللهػػمناىا إلػػى الثالثػػ  طالتػػع كانػػت الثانيػػ  ع فػػاختمى المتغيػػر 8فػػع 

9z=-9.  أللهػػمناىا لمثالثػػ  فحصػػمنا عمػػى المعادلػػ   9كػػذلؾ بعػػد للهػػرو المعادلػػ  الثانيػػ  فػػع



17z=-17 خيرتػاف تعطيػاف قيمػ : . المعادلتػاف الأ z =-1 :  كمػف الثانيػ  نجػد قيمػy = 1    
 x      :x = 2 – 2.1 -2(-1) = 2كأخيران مف الأكلى نحسو قيم  

 ع. 1، 1، -1 (فيككف حؿ النظاـ ىك المرتو الثلاثع
 

 ( 7تدريب )
ض لنساكل المتغيرات مع المعادبت كلذلؾ ب بد مػف التخمػي 3ب نستطيع استعماؿ النظري  

 إلى نظاـ مدرج كما يمع:

024

032

0







zyx

zyx

zyx

          
035

035

0







zy

zy

zyx

        035

0





zy

zyx

 

يممػؾ النظػاـ حمػكبن  3النظاـ المخمض يممؾ معادلتيف كثلاث متغيػرات لػذلؾ حسػو النظريػ  
 ؽ عمى النظاـ غير المخمض.غير صمري  كىذا ينطب

 (8تدريب ) 
 نجرل تخميللهان بطريق  غاكس:

012113

0643

022

022









zyx

zyx

zyx

zyx

       

065

01210

065

022









zy

zy

zy

zyx

        

000

000

065

022









zy

zyx

 

 النظاـ المخمض ىك 

065

022





zy

zyx

 

ب يظيػر فػع بدايػ    zمف عػدد المعػادبت كنلاحػظ أف المتغيػر  حيث عدد المتغيرات أكبر 
يجػاد حػؿ    y , xأم معادلػ  فيػك متغيػر حػر فػإذا أعطينػاه أم قيمػ  أمكػف اسػتخراج قػيـ كا 

 لذلؾ يككف:   z = aغير صمرم ليكف 



ay
5

6
        كaaax

5

2
2

5

12
  كيمكػػػػػف أف يكتػػػػػو فػػػػػع تػػػػػكؿ مرتػػػػػو ثلاثػػػػػع

 التالع:ك
)( ,

5

6
,

5

2
aaa . 

   z=5 , y=6 , x=2ع أك  1، 6، 5فسيككف الحؿ ط  a = 5مثلان إذا كانت 
 كىك حؿ غير صمرم.

 حل أسئلة التقويم الذاتي
 (1أسئمة تقويم ذاتي)

 ع معادل  خطي  كىى عمى الصكرة العام .1
15ع ليست خطي  لكجكد 1

x 
ذلؾ لكجكد الحدع ليست خطي  ك 3

12

1

x-x

x  كالذم يجعميا عمى صكرة ب يمكػف تحكيميػا إلػى

 صكرة المعادل  الخطي  العام .

 ( 0أسئمة التقويم ذاتي ) 
 باستعماؿ طريق  غاكس نجرم التخميض الآتع   (1

                      
12

336

332







wz

wz

wzyx

              12

332





wz

wzyx

 

ب يظيػػراف فػػع بدايػػ  أم معادلػػ  كلػػذلؾ فيمػػا متغيػػراف   wك      yكنػػرل فػػكران أف المتغيػػريف
يمكػف    bك    aحيػث   w = bك     y = aحػراف. فػإذا أعطيناىمػا أم قػيـ اختياريػ  مثػؿ

 كالآتع:  zك     xأف يككنا مف أم عدديف ، صار بالمكاف حساو قيـ 
1)(دل  الثاني  ينتا   مف المعا

2

1
bz       كمف الأكلى نستخرج قيمx : 

baabx b

2

5
2

2

7
2)(1

2

1
33   

 كبالتالع يككف الحؿ ىك



baxaybzbw
2
52

2
7,,

22
1,  

bكيمكف كتاب  الجكاو فع تكؿ مرتو رباعع: ط
b

aba ,
22

1
,,

2

5
2

2

7
(  

نمترللهػيا يكجػد حػؿ. مػثلا إذا    b , aكىذه الحمكؿ عددىا ب نياتع حيث أف لكؿ قيم  مف 
ع كيمكػف أيللهػػان أف  -8،  1،  1، 3فػإف الحػؿ ىػك المرتػػو الربػاعع ط  b=3, a=2كانػت 
   w = 3 , z=2 , y=2 , x=-8نكتبو

 بالتخميض بطريق  غاكس نحصؿ عمى الآتع: (0

53333

4223

1322







wzyx

wzyx

wzyx

       
2 2 3 1

4 5 5

3 12 15 7

x y z w

y z w

y z w

   

  

  

    

80

554

1322







wzy

wzyx

 

فػػع اسػػتخراج النظػػاـ المخمػػض أعػػلاه اسػػتعممنا العمميػػات الآتيػػ : فػػع ابنتقػػاؿ مػػف الخطػػػكة 
كجمعنػػػا المعػػػادلتيف فنتجػػػت  1كالثانيػػػ  فػػػع   -3الأكلػػػى لمثانيػػػ  للهػػػربنا المعدلػػػ  الأكلػػػى فػػػع 

كجمعنػػػا   -3كالأكلػػػى فػػػع  1ثػػػ  فػػػع المعادلػػػ  الثانيػػػ  الجديػػػدة. كػػػذلؾ للهػػػربنا المعادلػػػ  الثال
المعػػادلتيف فحصػػمنا عمػػى المعادلػػ  الثالثػػ  الجديػػدة .أخيػػران حصػػرنا ابىتمػػاـ عمػػى المعػػادلتيف 

كأللهػمناىا لمثالثػ  فزعطتنػا المعادلػ  الثالثػ    -3الثاني  كالثالث  الجديدتيف فللهػربنا الثانيػ  فػع 
 . 1=  -8الجديدة فكانت 

. 1=  -8نجد أنو غير متكاتـ مػع بعللهػو حيػث أف المعادلػ  كالآف بالنظر لمنظاـ المخمض 
 تتناقض مع المعادبت الأخرل كغير قابم  لمتحقيؽ. كلذلؾ ب تكجد حمكؿ لمنظاـ.

 مثؿ السابؽ نستعمؿ طريق  غاكس لنحصؿ عمى نظاـ مخمض كالتالع: (0
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ىذا النظاـ المخمض غير متػكاتـ لأف المعادلػ  . غيػر قابمػ  لمتحقيػؽ. لػذلؾ النظػاـ أعػلاه ب 
 يممؾ حلان.

 



 ( 0أسئمة التقويم الذاتي )
 

 ع 1،  3،  1أك  ط       z=1 , y=3 , x=1ع الحؿ 1
 ع 9،-1،3،1حؿ خاصط ع(2a+b , a , 1+2b , b-4ع. الحؿ  w , yع طالمتغيرات الحرة 1
 ع الحؿ: النظاـ غير متناسؽ. لذلؾ ب يممؾ حلان 3
 ع 1،  1،  -3كيمكف كتاب  الحؿ بتكؿ مرتو  ط     z=-3 , y=2 , x=1ع الحؿ: 4
   aحيث        z = a ,  y=2+2a  ,  x =2-a ع النظاـ يممؾ عددان بنياتيان مف الحمكؿ:5

 كاف الحؿ:   a = 1كللهعنا  أمّ عدد فإذا
z=1 , y=4 , x=1       ع.  1،  4،  1أك المرتو ط 

 a ≠ -3 , a ≠ 2،   طجع       a = 2طوع ،      a = -3ع الجكاو: طأع 6

  a – b +c = 0 2ع الجكاو:7
ىػػػػػع            ؿع أكبػػػػػر مػػػػػف عػػػػػدد المعػػػػػادبت، الحمػػػػػك  4ع الجػػػػػكاو: نعػػػػػـ لأف عػػػػػدد المتغيػػػػػرات ط8
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ع الجكاو: النظاـ المنخمض يتككف مف معادلتيف كثلاث متغيرات لذلؾ يممؾ النظػاـ حمػكبن 9
 غير صمري  كىى:

              az           كay
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3
        كax

5
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  

ع الجكاو: النظاـ المخمض يتككف مف ثلاث معادبت فع ثلاث متغيرات. لذلؾ ب يممؾ 11
 النظاـ حلان غير صمرم.

 
 
 
 
 



 مسرد المصطلحات
 (Linear Equationالمعادلة الخطية) * 
nxxxمف المتغيرات  nفع   ,.....,,  ىع المعادل  التع تكتو عمى الصكرة: 21

bxaxaxa nn =.+......++ 2211 
baaحيث أف  n  أعداد حقيقي  1.......,,

 
  Linear Systemالنظام الاتجاىي )الخطي(* 

 ىع مجمكع  مف المعادبت الخطي  مكتكب  عمى الصكرة :
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==.........==0كيككف النظاـ متجانسان إذا كاف  21 mbbb 
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 المقدمة
 تمهيد 

أىلان بؾ أييا الدارس فى الكحدة الثالث  مف مقرر الجبر الخطع كىع بعنكاف المصمكفات 
تتككف ىذه الكحدة مف تسع أقساـ رتيسو فى القسـ الأكؿ المصمكفات كالعمميات الجبري  

صمكفو كتحديد سعتيا مف حيث ما تممكو مف صمكؼ كأعمدة، ثـ عمييا فيو تعريؼ الم
ننتقؿ بؾ إلى العمميات عمى المصمكفات كىع مساكاة المصمكفات كجمع المصمكفات 

 كللهربيا بعدد ، كنختـ القسـ بسالو المصمكف . 
كيزكدؾ القسـ الثانع بخصاتص جمع كللهرو المصمكفات بعدد كىع ثمانيو قكانيف أساسيو 

مكفات كىع مزخكذه مف قكانيف الأعداد الحقيقي  ، القسـ الثالث للهرو فى جبر المص
المصمكفات سنتعرؼ عمى قاعدة اللّلهرو يقاؿ: أف المصمكفتيف قابمتاف لمللهرو إذا كفقط 
إذا كاف عدد الأعمدة فى المصمكفو الأكلى يساكل عدد الصمكؼ فع المصمكفو الثانيو كما 

عمى كيمي  إيجاد مدخلات المصمكفو الناتجو دكف ذلؾ غير قابمتاف لمللهرو . كسنتعرؼ 
 عف عممي  الللهرو .

فى القسـ الرابع نقكـ بتحكيؿ صمكؼ المصمكفو إلى أعمدة كالأعمدة إلى صمكؼ لنحصؿ 
عمى منقكؿ المصمكفو كسنتعرؼ عمى الصمات التى تحققيا ىذه العممي  ، كيتناكؿ الخامس 

.كفع القسـ السادس المصمكفات المدرج  العلاقو بيف المصمكفات كنظـ المعادبت الخطي  
سنقكـ بتكللهيا خطكات تخميض مصمكفو بعمميات صميو إلى مصمكف  مدرج .القسـ 
السابع المصمكفات المربعو  سنتعرؼ عمى أنكاع المصمكفات المربعو النكني  كىع مثمثيو 

عو حيث يككف ي  كمثمثيو سممي،  كقطري  كسنعالا فع ىذا القسـ جبر المصمكفات المربكِ عُمْ 
بابمكاف إجرا  عمميات الجمع كالللهرو عمى أل مصمكفو مربعو نكنيو كتككف النتيجو 
داتما مصمكفو مربعو نكنيو .القسـ الثامف  يتناكؿ المصمكفات القابمو لمعكس كطرؽ 

Aاستخراج المصمكفو العكسيو عف طريؽ حساو 
بالطرؽ الجبري  البسيط  أك بحساو  1-

A
 لصميو الأكليو .مف العمميات ا   1-



 كتحتكم الكحدة عمى عدد مف النظريات تدعـ الأفكار الأساسيو ليذه الكحدة .
كما تجد عزيزل الدارس فى ثنايا الكحده بعض التدريبات التى يساعدؾ تنميذىا عمى فيـ 
محتكل المادة ىذا بابللهاف  إلى أستمو التقكيـ الذاتى التى تيدؼ إلى ترسيخ الميـ كتعزيزه 

 تعميقو . لديؾ ك

 أىداف الوحدة 
  
             

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يتكفع منؾ عزيزم الدارس بعد ابنتيا  مف دراس  ىذه الكحدة أف تككف 
 قادران عمى أف:

 المصمكف . _ تعرف
 بعض أتكاع المصمكفات. تعدد _
العمميات الصمي  عمى مصمكف  المعاملات كمصمكف   يتجر  -

 الثكابت.
 العمميات الجبري  عمى المصمكفات. تجري -

 الخكاص الأساسي  لمعمميات الجبري  عمى المصمكفات. تعرف -

 العلاق  بيف المصمكفات كنظـ المعادبت الخطي . تبين -

 المصمكف  المدرج . تعرف -

 بالأمثم  التكافؤ الصمع كالعمميات الصمي  الأكلي . تشرح -

ت صمي  إلى مصمكف  طريق  تخميض مصمكف  بعمميا تشرح -
 مدرج .

 كيميو استخراج المصمكف  العكسي . تبين -

 

 



 :توطئة

 إذا كاف لدينا نظاـ معادبت خطي  مثؿ الآتع: 
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فػػػع فإننػػا نسػػتطيع تخمػػيض ىػػذا النظػػاـ إلػػى نظػػػاـ أبسػػط بالعمميػػات الصػػمي  التػػع درسػػناىا 

 المصؿ السابؽ فنحصؿ عمى نظاـ المعادبت المدرج الآتع:

ع                   1ط              
2

2422

8324




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z

zy

zyx

    

غػػػاتبيف عػػػف المعادلػػػ   x,yغاتػػػو عػػػف المعادلػػػ  الثانيػػػ  كالمتغيػػػريف  xكنلاحػػػظ أف المتغيػػػر 

فػػػع المعادلػػػ    y +0.x.0 فػػػع المعادلػػػ  الثانيػػػ  ك   x.0الثالثػػػ . لكننػػػا نسػػػتطيع أف نكتػػػو 

 الثالث  فيصير النظاـ المخمض كالتالع :
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24.122.0

8324
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بيذا التكؿ يصير النظاـ محتكيان عمى كؿ المتغيرات الثلاث  ككؿ كاحد مػنيـ لػو معامػؿ فػع 

ف كػػاف ىػػذا المعامػػؿ صػػمران. ىػػذه  كػػؿ مكللهػػع مػػف المكاللهػػع الثلاثػػ  التػػع يػػرد فييػػا حتػػى كا 

الإللهػافات التػكمي  تميػدنا فيمػا يمػع حيػث نريػد أف نتحػكؿ مػف المعػاملات الممػردة لممتغيػرات 

 إلى مجمكع  المعاملات الكامم  لمنظاـ.

ع بػػإجرا  سمسػػم  مػػف العمميػػات عمػػى معػػادبت النظػػاـ 3حصػػمنا عمػػى ىػػذا النظػػاـ المخمػػض ط

ع كمنػو نجػد 3ابؽ لػو إلػع أف كصػمنا لمنظػاـ المػدرج طعكؿ عممي  تعطينا نظامان مكافتان لمس1ط

 أف:  z = 2كمف الثاني  نحسو بعد كللهع  z = 2الحؿ. فمف المعادل  الثالث  نرل فكران أف 

-22 y +2 =24 
فػع المعادلػ  الأكلػى   y = -1 ك  z = 2. أخيػران بكللهػع القػيـ y = -1 الػذم يعطينػا القيمػ   

 نجد أف:

4.x -2.(-1) -3.(2) = 8 

.x  :312كالػػذم يعطينػػا قيمػػ  
4

1
)862(

4

1
x   كبالتػػالع يكػػكف

كيمكػف أف نكتبػو فػع تػكؿ مرتػو        z = 2   ،,  y = -1  x = 3حؿ النظاـ المخمػض ىػك 

ع نجػػد إنيػػا أيللهػػا حػػؿ لػػو ، كىػػذا يعنػػى أف 1ع كبكللهػػع ىػػذه القػػيـ فػػع النظػػاـ ط3،  -1، 1ط

م لػو نمػس الحػؿ، ممػا يبػرر اعتمادنػا عمػى النظاـ المخمض مكػافئ لمنظػاـ غيػر المخمػض أ

 ىذه الطريق  ططريق  غاكس التخميللهي ع لحؿ نظـ المعادبت الخطي .



نلاحظ أف العمميات التع أجريناىا عمى النظاـ قد أحدثت تغييرات فقط فع المعػاملات عمػى 

ذلؾ فإننػا . ل  z , y , xاليسار كالثكابت عمى اليميف كلـ تؤثر عمى المجاىيؿ أك المتغيرات  

نستطيع أف نجػرم العمميػات الصػمي  فقػط عمػى ىػذه الأعػداد طالمعػاملات كالثكابػت ع كيمكػف 

إلى أف نمرغ مف التخميض لذلؾ ، كلتبسيط العمميات     z , y , xأف نسقط كتاب  المتغيرات 

الحسػػػػػػػػػابي ، فإننػػػػػػػػػا 

نسػػػػػػػػػتحدث رمػػػػػػػػػكزان 

لكتابػػػػ  المعػػػػاملات 

 كالثكابت كما يمع :

ت، اليسرل مصمكف  المعاملات كالثاني  مصمكف  الثكابت كيمكف أيللهان أف كنسمييا مصمكفا

 نكتو مصمكف  لممتغيرات :
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كػػػؿ نظػػػاـ معػػػادبت تقابمػػػو مصػػػمكف  معػػػاملات كمصػػػمكف  ثكابػػػت كمصػػػمكف  متغيػػػرات مػػػثلان 

 النظاـ المخمض يممؾ المصمكفات الآتي .

 

 

4     -2         -3 8

5        3         -4 , 4

6     -4          -5 12

   
   
   
      

4     -2        -3 8

0     -22        1 , 24 ,

0        0         1 2

x

y

z

     
     
     
          



 صمكف  المعاملات كمصمكف  الثكابت كمصمكف  المتغيرات.كىع مف اليسار إلى اليميف: م

 ىدفنا الآف ىك أف نجرل العمميات الصمي  عمى مصمكف  المعاملات كمصمكف  الثكابت 

لنسػػػتخمص منيػػػا المصػػػمكفات المخمللهػػػ ، كمنيػػػا نكتػػػو نظػػػاـ المعػػػادبت المخمػػػض الػػػذم   

كتعريػػؼ العمميػػات التػػع يقكدنػػا إلػػع الحػػؿ. ىػػذا البرنػػاما يتطمػػو تطػػكير مميػػكـ المصػػمكف  

 تجرل عمييا كىذا ما نمعمو فع المقرة التالي .

 .المصفوفات والعمليات الجبرية عليها1

 :* تعريف المصفوفة

المصػػمكف  ىػػع منظكمػػ  أعػػداد مكتكبػػ  فػػع تػػكؿ صػػمكؼ فػػكؽ بعللهػػيا، كػػؿ عنصػػر منيػػا  

]   [  كيرمػز     مرقـ  بترتيبو فع الصؼ كترتيبو فع العمكد الذيف يقع فييما . مكتكب  بيف

 . …,A,B,Cإلى المصمكف  بزحد الحركؼ ابنجميزي  الكبيرة 

 * مدخمة المصفوفة:

تسػػػػػمى الأعػػػػػداد التػػػػػع تتػػػػػزلؼ منيػػػػػا صػػػػػمكؼ كأعمػػػػػدة المصػػػػػمكف  بمػػػػػدخلات المصػػػػػمكف  أك 

 .  jمكدك الع iىع المدخم  الكاتن  فع الصؼ   aijعناصرىا ، فمثلان مدخم  المصمكف  

 كالمصمكف :



A=





















mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

......

..........................

........

........

321

2232221

1131211

 

تعنػػػى أعػػػدادان ijaمػػػف الأعمػػػدة ككػػػؿ الرمػػػكز  nمػػػف الصػػػمكؼ ك  mىػػػع مصػػػمكف  ليػػػا 

 حقيقي .

 * بعض أنواع المصفوفات:

 عزيزم الدارس سنذكر فيما يمع بعض بعض الأنكاع مف المصمكفات:

 )أ( المصفوفة المربعة:

 صمكفيا مساكيان لعدد أعمدتيا. أف المصمكف  مربع  إذا كفقط إذا كاف عدد

فمثلان المصمكف     
















5-          4-     6

4-         3        5

3-         2-     4

 A =        .ليا ثلاث  صمكؼ كثلاث  أعمدة 

4,2,3   عناصر الصؼ الأكؿ:  111213  aaa  

5,3,4   عناصر الصؼ الثانع : 212223  aaa 

6,4,5عناصر الصؼ الثالث :   313233  aaa 

 تابتيا فع تكؿ مرتبات كالآتع: يمكف ك

 ع 6،  -4،  -5ع   ،  ط5،  3، -4ع  ،  ط4،-1،-3ط



كأيللهان المصمكف  
















1         0       0

1       22-     0

3-       2-      4

 B =  تتككف مف ثلاث  صمكؼ كثلاث  أعمدة 

4,2,3   عناصر الصؼ الأكؿ:  111213  bbb  

0,22,1   عناصر الصؼ الثانع : 212223  abb 

0,0,1الثالث :     عناصر الصؼ 313233  bbb 

 يمكف كتابتيا فع تكؿ مرتبات كالآتع: 

 ع 1، 1، 1ع   ،  ط1،  -11، 1ع  ،  ط4،-1،-3ط

 )ب( المصفوفة العمودية:

 ىع المصمكف  التع تتزلؼ مف عمكد كاحد فقط .

فمثلان المصمكف  
















12

4

8

 C =  د تتككف مف ثلاث  صمكؼ ك عمكد كاح 

 811a الصؼ الأكؿ :

 421a الصؼ الثانع :

 1231aالصؼ الثالث : 

 ع11ع  ،   ط4ع  ،  ط8أم ط

 

 



 )ج( المصفوفة الصفية:

 ىع المصمكف  التع تتزلؼ مف صؼ كاحد فقط.

فمثلان المصمكف   1  3  -3  6 D = ؼ كاحد فقط كأربع  أعمدة ص  تتككف مف 

 كعناصرىا ىع :

a11= 1 , a12= 3, a13=-3 , a14= 6  

 )د( المصفوفة الصفرية:

 ىع المصمكف  التع جميع مدخلاتيا تساكم صمران 

0  0  0فمثلان 

0  0  0 

 
 
 
 c =   

 )ىـ( المصفوفة المثمثية العموية:

 كىع مصمكف  مربع  بحيث أف:

  =0                                         ija 

 j    i لجميع قيـ 

 أم أف:

11 12 1

22 2

33 3

... ...

0 ... ...

0 0 ...  

... ... ... ... ...

0 0 0 ...

n

n

n

nn

a a a

a a

a a

a

 
 
 
 
 
 
  

A =  

 



 كعميو فإف :

6  8  7

0  3  -1

0   0  0 

 
 
 
  

A= 

 مصمكف  مثمثي  عمكي .

 )و( المصفوفة المثمثية السفمية:

 كىع مصمكف  مربع  بحيث أف:

   =0                                         ija 

 j    i لجميع قيـ 

 أم أف :

11

21 22

31 32 33

1 2

0 0 ... 0

0 ... 0

0 0  

... ... ... ... 0

... ...n n nn

a

a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
  

A =  

 كعميو فإف المصمكف :

0  0   0

-3  1  0

4   2  9 

 
 
 
  

 A = 

 ىع مصمكف  مثمثي  سممي .

 



 )ز( المصفوفة القطرية:

ijتسمى المصمكف    
   a 
 

A = 

   عمكي  كسممي  فع آف كاحد.مصمكف  قطري  إذا كانت مصمكف  مثمثي

 أم أف:

           1=ija   

  j  ≠ iعندما :                        

   ija≠1ك         

 j  = iعندما :                          

 كعميو فإف المصمكف  القطري  تزخذ التكؿ العاـ التالع:

11

22

33

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 0 0  

... ... ... ... 0

0 0 0 ... nn

a

a

a

a

 
 
 
 
 
 
  

A =  

 

فمثلان المصمكف :                         
5  0   0

0  1   0

0   0  9 

 
 
 
  

 A =  

 ىع مصمكف  قطري . 



9  0   0

0  9   0

0   0  9 

 
 
 
  

 B = 

مصػػػمكف  قطريػػػ  قياسػػػي  لأف عناصػػػر قطرىػػػا الرتسػػػع يسػػػاكم مقػػػدار ثابػػػت  Bكالمصػػػمكف  

 .  9يساكم 

 )ح( المصفوفة المحايدة:

ijإذا كانت  
   a 
 

A = :مصمكف  قطري  بحيث أف 

... 1
11 22 33

a a a ann     

 نسمع المصمكف  فع ىذه الحال  مصمكف  محايدة فمثلان المصمكف :

 

1  0   0

0  1   0

0   0  1 

 
 
 
  

A =  

 مصمكف  محايدة.

 ( 1تدريب )

 
 

 
 

 

233212أوجد قيم    ,, aaa  في المصفوفة

 التالية:

1    3   7    4

3   4    8    2

6    2   1    9 

 
 
 
  

 

 

 

 



 * سعة المصفوفة:

  المصػمكف . فػإذا كانػت عدد الصمكؼ كعدد الأعمػدة فػع أم مصػمكف  يحػدد مػا نسػميو سػع

كنقػكؿ  m x nعمكدان فإننا نقكؿ أف سع  ىذه المصمكف  ىػع   nصمان ك mالمصمكف  تممؾ 

 .m x nأنيا مصمكف  

 فع المصمكف  الآتي  





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

........

......................

........

........

21

22221

11211

 

 يمكننا أف نرمز لمصمكؼ بالمرتبات الأفقي  الآتي .

),....,,( 21 mnmm aaa ،),....,,( 22221 naaa،),.....,,( 11211 naaa 

 كىع تعادؿ متجيات صمي .

 كللأعمدة بالمرتبات العمكدي  الآتي 





























































mn

n

n

mm a

a

a

a

a

a

a

a

a

....
,.....,

....
,

....

2

1

2

22

12

1

21

11

 



 كىع تعادؿ متجيات عمكدي  

 . aع أك فقط aبزنيا مجرد عدد كاحد مثلان ط 1x1كتعرؼ المصمكف  

 (0تدريب )

 
 

 
 

 مثال 

المصػػمكف  التاليػػ  








2-     0     5

أم مصػػمكف  ذا صػػميف كثػػلاث  x 3 2ىػػع مصػػمكف   1    -4     3

 أعمدة 

ع ك الأعمدة ىع  5،  1، -1ع،ط,4-,31الصمكؼ ىع ط






























 5

1
,

0   

4
,

2

3 

 

 

 

 

 

 

 أوجد حجوم المصفوفات التالية:  

 
1 9 7 2 5

5 , ,
4 6 3 7 9

   
   
   

 

 

 



ع1ط  أسئمة التقويم الذاتي 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  العمليات على المصفوفات1.1   
 مساواة المصفوفات: -أ

ذا كاف كؿ عنصر فع متساكيتيف إذا كا Bك  Aنقكؿ أف المصمكفتيف   نا مف نمس السع  كا 

A  يساكل مثيمو فع الصؼ ك العمكد فعB  كنكتوA=B  لذلؾ فمساكاة مصمكفتيف بسع .

m x n  تعادبفm n    معادل 

جد سع  المصمكف  أك   طأع/1 




















2       3

4       5

1-     4

3       1

    

233212أكجد قيـ طوع     ,, aaa : فع المصمكف  التالي 

3 -2 1 6

1 6 5 8  

3 4 3 9

 
 
 
  

B =  

/ حدد فيما إذا كانت المصمكفات التالي   مثمثي  عمكي  ، كمثمثي  1
 سممي ، قطري  ، صمري  :

    1  0   0

0  0   1

 
 
 
 D =  

4  2   2

0  0   5

0   0  -1 

 
 
 
  

 B=  
5  2   0

4  0   3

0   7  0 

 
 
 
  

A= 

8  0  0

4  2  0

0  5  0

 
 
 
  

  F = 

0  0  0

0  0  0

0  0  0 

 
 
 
  

C =     



 مثال 

الجمم   








1       4

تكافئ المعادبت   5       3
1

3

4

52









zw

zw

xy

xy

 

  x=-1  ،y =3   ،z=1  ،w =2كحؿ ىذه المعادبت ىك 

 نجد أف المصمكفتيف متساكيتاف   w ,z ,y ,xكبكللهع ىذه القيـ محؿ 

 (0تدريب )
 
 

 
 
 

 
 

 جمع المصفوفات : -ب

 ، مثلان  m x nإذا كاف لدينا مصمكفتيف ذكاتع سع   

,21

22221

11211

.....

......................

........

........























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A  























mnmm

n

n

bbb

bbb

bbb

B

......

......................

........

........

21

22221

11211

 

 

 A = Bبحيث تككف  جد المجيكؿ فيما يمعأك  

2

2

1 1 3

2 2

3 2 0

A y

x x

 
 

 
 
  

    
1 1

2 2 9

3 3 0

Z

B

 
 

 
 
  

 

        

 



 كالتالع: A+Bكنكتبو  B , Aفإننا نعرؼ مجمكع  





























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BA

.....

.............................................

........

........

2211

2222222121

1112121111

 

 

 

 

 

 (4تدريب)

 
 

 
 
 

)كبصػػػػػػكرة عامػػػػػػ  إذا كانػػػػػػت  ) ( )
ijij aAbB مصػػػػػػمكفتيف ليمػػػػػػا نمػػػػػػس الحجػػػػػػـ فػػػػػػإف       =,=

A+B = C   حيث أفijijij bac +=  . 
 

 ضرب مصفوفة في عدد: -ج

يعػرؼ بزنػو المصػمكف  المككنػ  بللهػرو كػؿ عنصػر مػف  Aفػع مصػمكف    kمللهػركو عػدد 
Aفع k : 

 تعريف:ـ
مجمـع إذا وفقـط إذا مـن نفـس الدرجـة ومـا دون ذلـك يقال أن المصفوفتين قابمتـان ل

ن لمجمــع ، مــع ملاحظــة أن جمــع مصــفوفتين مــن نفــس الدرجــة يعطــي يغيــر قــابمت
 مصفوفة ثالثة من نفس الدرجة وعممية الجمع تتم بجمع المدخلات المتناظرة.  

 

إذا كانت 
3 4 7

2 0 1

3 4 2

A

 
 


 
   

   ،
1 0 2

2 3 5

4 0 1

B

 
 


 
  

 

 إف أمكف  A+Bفزكجد     

 

        

 

























mnmm

n

n

kakaka

kakaka

kakaka

Ak

.....

.............................

........

........

21

22221

11211

 

 . m x nىما مصمكفتاف بسع    k Aك  A+Bبحظ أف ،   

 مثاؿ 

إذا كانت  
2 1

1 3

2 5

 
 

 
  

  A = :فإف 

2 1

( 1) 1 3

2 5

A

  
 

 
 
   

  ك   
4 2

2 2 6

4 10

A

 
 

 
 
  

  

 (5تدريب )
 
 
 

 سالب المصفوفة:  - د
   A = -1 . A -كالتالع :    A-أم   A كنعرؼ سالو المصمكف  

          A – B = A + ( -B )كبالتالع نككف قد عرفنا تمقاتيان عممي  الطرح كما يمع:  

 إما إذا كانت المصمكفات مف سعات مختمم ، فلا يعرؼ ليما جمع . 

 

 

1إذا كانتتت           2 3 4

1 3 5 1
A

 
  

 
    

)جد ) AA 5,2- 

 



 مثال

إذا كانت 

















614

312
A         ك


















815

304
B  : فإف ، 

              



















861154

330142
BA















 1401

616
 

                       

















6.4)1.(44.4

3.41.42.4
4 A















 24416

1248
 

6 3 9
3 4

12 3 18
A B

 
     















 32420

12016




















14732

3310
 

كىػػى التػع تكػػكف كػػؿ   m x nمػف المناسػػو ىنػا أف نعػػرؼ المصػمكف  الصػػمري  مػف سػػع  
 أصماران كالتالع: عناصرىا 





















.........0  0    0

....................
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، كىػػى تعمػػؿ  Oكنرمػػز ليػػذه المصػػمكف  بػػالرمز  nكعػػدد الأعمػػدة  mحيػػث عػػدد الصػػمكؼ 

 فإف  m x nبسع   j ia Aمثؿ الصمر مع الأعداد. فإذا كانت لدينا مصمكف 
 A) (O)    (   OA j ij i  aa 

 (6تدريب)

 
 

 
 

 طإذا كجدتع  B-C   ،B-Aأكجد  

6حيث أف :   7 10 3 5 2 5
, ,

3 4 13 4 6 9 3
A B C

     
        
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 (7تدريب )
 
 

 
 
 

ع 1ط   أسئمة التقويم الذاتي 
 
 
 
 
 

 

 

 

  
 

 

كانت إذا 

1 3
3 5 2 5

1 4 ,     ,     
4 6 9 3

2 1

A B C

 
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             

    

 )إن وجدت( A-C ,   A-B         جد       

 

 إذا كانت طأ ع
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  A+Bجد 
 طوع إذا كانت 
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 C+Dجد 

طجع ليكف 
7 8 2
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5 711
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  ،K = 6   جدKA 

طدع إذا كانت  
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 خصائص جمع وضرب المصفوفات .0
 : 1نظرية 

,V  C B, Aفػإذا كانػت  m x nىػع مجمكعػ  المصػمكفات مػف  V  لػتكف    ككانػت
R , 21 kk :طأم أعداد حقيقي ، فتصا القكانيف الثماني  الآتي ع 
 

C  B ( A  C   )B(A (أ.   

A  OAب.   

O A)(Aجـ.   

A B    BAد.   

)BA  B)Aىـ.  111 kkk  

)(AA Aو.  2121 kkkk  

1ز. 2 1 2( )A (  A)k k k k 

OA . O    ,A  A . 1ح.   

 
 



جبػر المصػمكفات، ككميػا مػزخكذة مػف قػكانيف الأعػداد الحقيقيػ . فيمػا ىذه قكانيف أساسي  فع 

 يمع سنعمؽ عمييا كنبرىف بعللهيا كنعطع فكرة البرىاف بالنسب  لمبعض الآخر.

ع كمعنػاه باختصػار أننػا  Associative Law ىذا القانكف يسمى قػانكف التجميػع ط -أ 

ثػـ نللهػيؼ حاصػؿ فع جمع ثلاث مصمكفات نسػتطيع أف نجمػع الأكؿ كالثػانع أكبن 

جمعيما إلى الثالث أك أف نجمع الأكؿ إلػى مجمػكع الثػانع كالثالػث، كتكػكف النتيجػ  

كاحدة فع الحاليف. بكممات أخرل نستطيع أف نللهع الأقكاس عمى ابثنيف الآخيريف 

 .كتككف النتيج  كاحدة 

 

 برىان )أ(:

 ،  فإف :   j ic Cك     j ib Bك     j ia Aإذا كتبنا 

  )()()()()( j j j j j j iiiiii cbacba  (A+B) + C 

ب تعػػػػػػدك أف تكػػػػػكف أعػػػػػدادان حقيقيػػػػػػ  ،  j icك   j ibك    j iaىػػػػػذه العناصػػػػػر 

 لؾ نستطيع أف نكتو: كمعمكـ أف الأعداد الحقيقي  تحقؽ قانكف التجميع ، لذ

)()( j j j j j j iiiiii cbacba  

ىػذا يعنػى     j = 1, 2 , ….., nك      i = 1, 2 , ….., mحيػث   j , iكىذا يصا لكػؿ 

               C  =  ( A ) + ( B + C )  +  ( A + B )أف 



كيمكػػػػػػف تعمػػػػػػيـ ىػػػػػػذا القػػػػػػانكف لأم عػػػػػػدد مػػػػػػف المصػػػػػػمكفات فػػػػػػإذا كػػػػػػاف لػػػػػػدينا المصػػػػػػمكفات          
1234 A  ,A  ,A  ,A    :فإف 
)] AA(A[A] A)AA[(A) AA()A(A 432143214321 

 لذلؾ يمكننا أف نسقط الأقكاس بالكامؿ

A0Aالقػػػانكف   -و      يصػػػؼ خاصػػػي  المصػػػمكف  الصػػػمري  التػػػع تعمػػػؿ مثػػػؿ

الصمر مع أم الأعداد كقد أترنا إلى ذلؾ فع المقرة السابق  كيجو أف ننبو إلػى أف 

O  طحػػرؼ O كبيػػر ع تعنػػع مصػػمكف  بسػػع   الm x n  كػػؿ عناصػػرىا أصػػمار

 . Oعددي ، كنكتبيا بالرمز 

يعبػػػر عػػػف خاصػػػي  كػػػؿ مصػػػمكف  بػػػزف ليػػػا مصػػػمكف  سػػػالب  إذا  +AعA-القػػػانكف ط -ج 

 أللهيمت إلييا تعطع المصمكف  الصمري .

ع كالػذم يمكػف Commutative Lawىػك قػانكف التبػديؿ ط A+B=B+Aالقػانكف  -د 

ت. برىانػػػو مثػػػؿ قػػػانكف التجميػػػع يتػػػزتى مػػػف أف قػػػانكف مػػػف عكػػػس ترتيػػػو المصػػػمكفا

 التبديؿ يسرم عمى الأعداد الحقيقي .

)BA  B)Aالقػػػانكف -ىػػػػ 111 kkk    يعنػػػع للهػػػرو عػػػدد فػػػع مجمػػػكع مصػػػمكفتيف

 يساكم للهرو نمس العدد فع كؿ مصمكف  كجمعيا.

 برىاف طىػع:

)()()()(  B)A( j 1j 1j 1j 1j j 11 iiiiii bkakakakbakk   



       BA )( )( 11j 1j 1 kkbkak ii  

)(AA Aقػػػػػػانكف   - ك 2121 kkkk    يعنػػػػػػع مجمػػػػػػكع عػػػػػػدديف مللهػػػػػػركبان فػػػػػػع

 مصمكف  يساكم للهرو كؿ عدد فع المصمكف  كجمعيما. 

1القػػػػانكف  - ز 2 1 2( . ) A  ( A)k k k k  يعنػػػػع: حاصػػػػؿ للهػػػػرو عػػػػدديف إذا للهػػػػرو فػػػػع

مصػػػمكف  فإنػػػو يسػػػاكل للهػػػرو أحػػػد العػػػدديف فػػػع المصػػػمكف  ثػػػـ للهػػػرو الثػػػانع فػػػع  

 المصمكف  الناتج .

A A . 1انكفالق  - ح   ك القػانكفOA . O   1ىمػا تعبيػراف عػف خػكاص العػدد 

إذا لُلهربا فػع مصػمكف  . فمػع الحالػ  الأكلػى تظػؿ المصػمكف  كمػا ىػع    1كالعدد  

 كفع الحال  الثاني  تنتا عنيا المصمكف  الصمري .

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ممحوظة

,nRإذا عبرنا عف متجيات    vu   بتكؿ متجيات صمي  أك متجيات
 عمكدي ، مثلان: 

),.....,,( 21 nbbbv       و),.....,,( 21 naaau  

أو           
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نا نستطيع أف ننظر إلييا كمصمكفات كنطبؽ عمييا قكاعد الجمع كالللهرو فع فإن
 عدد كالآتع:

),.....,,( 21 nbkbkbkuk  و),.....,,( 2211 nn bababavu  

      أو     
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لذلؾ   nRلممتجيات فع   الأكؿكىك نمس التعريؼ الذم قدمناه فع المصؿ 
 فالمتجيات ىع نكع مف المصمكفات كتعميـ ليا .

 طوع نرل أف:   –مف القكانيف طأع 
2A A)11(A . 1A . 1AA  
..... ,3A A)12(A . 1A . 2AAA  

 



 (0أسئمة التقويم الذاتي) 
 
 
 
 
 

 
 ضرب المصفوفات .0

للهػػرو المصػػمكفات عمميػػ  معقػػدة كيعجػػز كثيػػر مػػف الدارسػػيف فػػع أف يعػػرؼ الطريقػػ  التػػع 

 ـ أف نعطع مقدم  عف ىذه الطريق : ز كصؿ بيا الرياللهيكف ليذا التعريؼ. لذلؾ يم

أف التػػع يمكػػف   nRنبػػدأ بزبسػػط أنػػكاع المصػػمكفات ىػػع المتجيػػات فػػع المللهػػا   ع أ

),,.....,(نكتبيػػػػػػػػا فػػػػػػػػع تػػػػػػػػكؿ متجيػػػػػػػػات صػػػػػػػػمي   21 naaa  أك متجيػػػػػػػػات

عمكديػػػ 
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. كقػػػد درسػػػنا ىػػػذه فػػػع المصػػػؿ الأكؿ .  أيللهػػػان تعممنػػػا أف تكػػػكف     

ع  لأم   Dot Productحاصػػػػػػؿ الللهػػػػػػرو القياسػػػػػػع أك للهػػػػػػرو النقطػػػػػػ  ط

),.....,(متجييف 1 naau   ك),.....,( 1 nbbv   :كالتالع 

إذا كانت 
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 2A + 3Bأكجد 
 



).....(. 2211 nnbababavu  

:   nكقػػػػد رأينػػػػا فػػػػع تعريمنػػػػا لممصػػػػمكفات أف المصػػػػمكف  ذات الصػػػػؼ الكاحػػػػد كالأعمػػػػدة 

),.....,,( 21 naaa أك العمػػكد الكاحػػد  ك الصػػمكؼn 
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يمكػػف أف تعتبػػر   

 . لػػذلؾ يمكننػػا كتابػػ  للهػػرو متجيػػات صػػمي  فػػع الحالػػ  الأكلػػى كعمكديػػ  فػػع الحالػػ  الثانيػػ

 النقط  كالآتع.

nnbababa  .....2211=
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كجمػػع كػػؿ المللهػػركبات المككنػػ  بيػػذه الطريقػػ .  ibفػػع   iaكتكػػكف القاعػػدة ىػػع للهػػرو 

 مكفات كالتالع:كالآف نصيغ ىذه القاعدة بمغ  المص

ط أم مصػمكف  صػمي  فػع مصػمكف  عمكديػ ع   n x 1ك      x n 1للهػرو مصػمكفتيف  

 يككف كالآتع :
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 أم n x 1فع مصمكف  عمكدي   m x n  الآف نعمـ ىذه العممي  لحال  للهرو مصمكف  ع و
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 كنزخذ عمى سبيؿ المثاؿ نظاـ المعادبت : 

ع        1ط
2323222121
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yxbxbxb

yxbxbxb
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 كنستطيع أف نحكؿ ىذا النظاـ إلى معادل  مصمكفات كالآتع : 
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المصػػمكف  اليسػػرل مػػف صػػميف كعمػػكد كاحػػد ككػػذلؾ المصػػمكف  اليمنػػى. المصػػمكف  اليسػػرل 

 لممصمكفتيف:  عبارة للهرو مف نكع ما
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 كمساكاتيا بالمصمكف  .
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 كيمكف كتابتيا كالتالع : 

Y X Bع               1ط                            

ذا كاف لدينا نظاـ آخر يربط بيف   12كا  , yy     12ك , zz : 

ع              3ط                        
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a y a y z

a y a y z
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 كىذه يمكف كتابتيا مثؿ السابق  

 Z YA ع               4ط                          

 حيث

  
11 12

21 22

    
A
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ذا أدخمنا المعادل  ط  ع صار لدينا:4ع فع المعادل  ط1كا 

ZA(BX)ع               5ط                            
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 ع كالآتع 3ع فع المعادل  ط1فع الجانو الآخر نستطيع أف ندخؿ المعادل  ط

13232221212231321211121

13232221211231321211111
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 تعابير نحصؿ عمى النظاـ التالع كبإعادة تجميع ال

1323221321222221221121221121

1323121311222121211121121111

)()()(

)()()(

zxbabaxbabaxbaba
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 كىذا النظاـ يمكف كتابتو بنمس الطريق  السابق  فع تكؿ مصمكفات 
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 أم مثؿ السابؽ
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 ع 5كبمقارن  ىذه المعادل  بالمعادل  ط



ZA(BX)  

 يصير لدينا
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 أم يككف للهرو المصمكفات كالتالع
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 وىذه ىي قاعدة الضرب: 

:     Bمللهػػػػػػػػػػركب  فػػػػػػػػػػع ممػػػػػػػػػػردات العمػػػػػػػػػػكد الأكؿ فػػػػػػػػػػع  Aممػػػػػػػػػػردات الصػػػػػػػػػػؼ الأكؿ فػػػػػػػػػػع 

21121111 baba   . لتعطينا القيم  الأكلى فع المصمكف  الناتج 

: Bفػػػػػػػع ممػػػػػػػردات العمػػػػػػػكد الثػػػػػػػانع فػػػػػػػع  مللهػػػػػػػركب   Aممػػػػػػػردات الصػػػػػػػؼ الأكؿ فػػػػػػػع

22121211 baba  . لتعطينا القيم  الثاني  فع الصؼ الأكؿ فع المصمكف  الناتج 

كىكذا تستمر العمميػ  بللهػرو الصػؼ الأكؿ فػع العمػكد الثالػث لنحصػؿ عمػى النقطػ  الثالثػ  

 فع الصؼ الأكؿ فع المصمكف  الناتج . 

كنللهػربو بػنمس الطريقػ  فػع العمػكد الأكؿ ثػـ الثػانع ثػـ  Aبعد ذلؾ نزخذ الصؼ الثػانع فػع 

 كنحصؿ عمى نقاط الصؼ الثانع فع المصمكف  الناتج . Bالثالث مف 



 بػػ   Bكلمعمػكد الأكؿ مػف   A2كالصػؼ الثػانع بػػ    A1 بػػ Aفإذا رمزنا لمصؼ الأكؿ مف 

B1  كالعمكد الثانعB2  كالعمكد الثالثB3  ع:أمكف كتاب  حاصؿ الللهرو كالآت 
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كيجػػػػو ملاحظػػػػ  أف ىػػػػذه العمميػػػػ  كميػػػػا ب تتحقػػػػؽ إب إذا كػػػػاف عػػػػدد المتغيػػػػرات فػػػػع نظػػػػاـ 

 yiع مسػاكك لعػدد المتغيػرات  1فػع نظػاـ المعػادبت ط  yiع مساك لعدد المتغيرات 1المعادل  ط

 ع.1فع نظاـ المعادبت ط

الآف نعػػػرؼ عمميػػػ  للهػػػرو  Bمسػػػاكي  لعػػػدد صػػػمكؼ  Aىػػػذا يعنػػػى أف يكػػػكف عػػػدد أعمػػػدة 

 المصمكفات :

يسػػػاكل  Aمصػػػمكفتاف كأف عػػػدد أعمػػػدة  =B  (bij)كأف  =A  (aij)لنمػػػرض أف   تعريـــف:

. فػع ىػذه p x n مصػمكف    Bك أف  m x pمصػمكف   A، لنقؿ مػثلان أف  Bعدد صمكؼ 

حيػث يكػكف   m x n ىػك المصػمكف  ذات المرتبػ  ABأم  Bك Aالحالػ  يكػكف مللهػركو 

 أم: Bمف   Bjبالعمكد  Aمف  Aiناتجان عف للهرو الصؼ    i jـ مدخميا رق
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 كىذا يعنى الآتع:
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 مثال 

إذا كاف 

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
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  B           أكجد 

إف  BAإف كجػػػد        طوع حاصػػؿ الللهػػػرو  ABحاصػػؿ الللهػػرو  ع أط

 كجد

  ABع متساكياف. لذلؾ يمكف تككيف 1ط Bع كعدد صمكؼ 1ط Aالجكاو: عدد أعمدة 
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ع مختمػؼ عػف 3ط Bلػذلؾ عػدد أعمػدة x 2 2 : مصػمكف   Aك   x 3 2مصػمكف    Bطوع

 BAع لذلؾ ب يمكف تككيف 1ط Aعدد صمكؼ 

ABBAنلاحظ فع المثاؿ  أف  .أم  حاصؿ الللهرو ب يحقؽ خاصي  التبديؿ. 



 (8تدريب )
 
 

 
 
 

 (9تدريب )
 
 

 
 
 

 

مػع    m ×  n، ممػا سػبؽ يمكػف أف نلاحػظ أف حاصػؿ للهػرو مصػمكف  عزيـزي الـدارس

    m × pينتا عنو مصمكف    n × pمصمكف  

 تحقيؽ عممي  الللهرو عمى الصكرة:كبذلؾ يمكف كللهع الترط اللازـ ل
                                                                             

                                                               =    

        mn                     np                         mp            
 

 

    

 التساوي شرط الضرب 

  رتبة مصفوفة حاصل الضرب 

 

إذا كاف 

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   ABطوع           BAطأع          أكجد            

 



 يخللهع للهرو المصمكفات لمقكاعد الآتي  

 :0نظرية 

مصمكفات ككانت عمميات الجمع كالللهرو الكاردة معرف ، فإنػو يصػا  C,B,A إذا كانت   

 الآتع:

طقػػػػػػانكف                                            C = A(BC)(AB)أع       

 التجميعع.

 طقانكف التكزيع الأيسرع                                   A(B+C) = AB+ACوع   

 طقانكف التكزيع الأيمفع                                  A = BA+CA(B+C) جع    

 أم قياسع kحيث                               k(AB) =( kA)B=A(kB)دع       

  البرىان :

 نبرىف طأع ك نترؾ البقي  كتماريف.

  =B=  (ckl  )  C  (bjk)ك  =A  (aij)لتكف  ع1ط

SAB)(ك ليكف أيللهان   iks   ك)(TBC jlt 

 كسيصا التالع : 
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  l كالعمػكد iفػإف العنصػر فػع الصػؼ Cفػع (AB)أم  Cبالمصػمكف    Sكالآف إذا للهػربنا
 سيككف :
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 i، فػػػإف العنصػػػر فػػػع الصػػػؼ  BCفػػػع  Aأم  Tفػػػع  Aالآخػػػر إذا للهػػػربنا كفػػػع الجانػػػو 
 سيككف:  A(BC)مف المصمكف    lكالعمكد 

      
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 كىك المطمكو.C =A(BC)(AB)كنظران لأف المجاميع ابثنيف متساكياف فقد برىننا أف 

 TRANSPOSE Of)  منقــــول )مدورة(المصــــفوفة. 4

Matrix ) 

ىػػػك المصػػػمكف  التػػػع نحصػػػؿ عمييػػػا بتحكيػػػؿ الصػػػمكؼ tAكيكتػػػو  Aمنقػػػكؿ المصػػػمكف  

 :لتككف أعمدة كالأعمدة لتككف صمكفان كالتالع
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 n x mستككف مصمكف  سع  tAفإف m x nمصمكف  سع    Aإذا كاف 

 مثال 

 لممصمكف  التالي : TAجد 
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 (12تدريب )
 
 

 
 

 :وتحقق عممية النقل الصفات الآتية 

 :  0نظرية 

tttطأع        BAB)A(  

 لممصفوفة الصفية: TAأوجد   

 6 5 2 9A 

 



)A)A  طوع           tt  

ttطجع            AA)( kk  

tttطدع           ABAB)(  

 نبرىف الجز  طدع كنترؾ الأجزا  الأخرل كتماريف لمدارس. البرىان:

A)(إذا كػػاف  ija    ك)(B jkb  فػػإف عنصػػر ،AB  فػػع الصػػؼi  ك العمػػكدj  

 ىك:

mjimjijiع           1ط bababa  ........2211 

 )(tABفع iكالعمكد   jلذلؾ فإف ىذا العنصر ىك الذم سيظير فع الصؼ 

 : Bفع   jيتككف مف العناصر فع العمكد  tBفع jفع الجانو الآخر فإف الصؼ 

),,........,(ع                              1ط 21 mjjj bbb 

 أل : Aمف  jيتككف مف عناصر الصؼ  tAمف  jكذلؾ فإف العمكد 

ع                 3ط                           
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ttمػػف  iكالعمػػكد  jلػػذلؾ فػػإف العنصػػر الػػذم يظيػػر فػػع الصػػؼ  AB  ىػػك حاصػػؿ للهػػرو

 ع أل : 3ع كط1ط

mjimjiji bababa  ........2211
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tttع لذلؾ 1كىك العنصر فع ط ABAB)(  

 

    

 

 

 

 مثال 

1                               إذا كانت 1 3 4

1 2 3 5
A

 
  
 

 
1 3 0 6

4 5 3 0
B

  
  
 

 

)جد  ) ( )TTTT BAAA +,, 

 

ممحوظ
 ة

Aساكي  لمدكرىا م Aطأعإذا كانت المصمكف  
t  المصمكف  فإفA  تسمى

 مكف  تماثمي .مص
 Bفإف المصمكف   Bمساكيان لسالو المصمكف   Bطوعإذا كاف مدكر  

 تسمى مصمكف  تماثمي  تخالميان.       



 الحؿ:
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 (11تدريب )
 
 

 
 
 

 

 ( 0أسئمة التقويم الذاتي ) 
 
 
 
 
 

1إذا كانت  2 3 2 4 1
,

1 4 5 1 5 2
A B
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)أوجد   ) TTTT AAA 3,, 

 

إذا كانت 
5 3 6 0 5 3

3 2 7 , 5 0 7

6 7 9 3 7 0

A B
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t,جد أك   tA B كماذا تلاحظ 
 



 فوفات ونظم المعادلات الخطيةالعلاقة بين المص .5
 إذا كاف لدينا نظاـ المعادبت الخطي  التالع :  
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 فإننا نستطيع باستعماؿ تعريؼ للهرو المصمكفات أف نكتو ىذا النظاـ بالتكؿ التالع :  
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 كانت :   إذا AX = Bأك باختصار 
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ع كالعكػػس. بحػػظ أف 1ع ىػػك حػػؿ لمعادلػػ  المصػػمكفات ط1كذلػػؾ يعنػػى أف كػػؿ حػػؿ لمنظػػاـ ط

 .AX = Oالنظاـ المتجانس يكافئ معادل  المصمكفات 

 ع لذلؾ نسمى المصمكف : 1أعلاه تسمى مصمكف  المعاملات فع النظاـ ط   Aالمصمكف  
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إلػػى مصػػمكف  المعػػاملات .  المصػػمكف  المكسػػع  لمصػػمكف   Bالتػػع تنػػتا بإللهػػاف  العمػػكد ك 

ع يمكػػف أف يحػػدد بالكامػػؿ بكاسػػط  المصػػمكف  1المعػػاملات. كنلاحػػظ أف نظػػاـ المعػػادبت ط

 المكسع  .

 مثال 

 أكجد مصمكف  المعاملات كمصمكف  المعاملات المكسع  فع النظاـ الآتع:  

352

7432





zyx

zyx

 

 معادل  المصمكفات المكافت : 
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 الحل : 

مصمكف  المعاملات ىع 

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المكسع   تمصمكف  المعاملا
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فع دارس  نظـ المعاملات الخطيػ  سػنجد أف لغػ  كنظريػات المصػمكفات تػكفر طريقػ  أبسػط 

 ه النظـ عمى النظريات الآتي :كأسرع. كسنعتمد فع حؿ ىذ
 

 :4نظرية 

12لنمرض أف  ,,..., uuun    حمكؿ لنظػاـ المعػادبت الخطيػ  المتجانسػAX = O .

:  iuفػػػػػػػػػػػػػػػػػع ىػػػػػػػػػػػػػػػػػذه الحػػػػػػػػػػػػػػػػػاؿ سػػػػػػػػػػػػػػػػػتككف كػػػػػػػػػػػػػػػػػؿ تركيبػػػػػػػػػػػػػػػػػ  خطيػػػػػػػػػػػػػػػػػ  مػػػػػػػػػػػػػػػػػف الحمػػػػػػػػػػػػػػػػػكؿ

nnukukuk  . AX = Oأيللهػان حػؿ لمنظػاـ المتجػانس   2211......

 AX = Oلممعادلػ   ukأم    uلخصكص فإف كؿ مللهػاعؼ مػف أم حػؿكعمى كجو ا

 .  AX = O سيككف أيللهان حلان لممعادل 

 البرىان : 

12بما أف ,,..., uuun  حمكؿ لمنظاـAX = O                          ، 

0A,0A,...,0Aفإف   12  uuun          :لذلؾ 



nnn ukukukukukuk A......AA)......(A 221132211 

 

   O.O.......O.O 21  nkkk 

nnukukukلذلؾ فإف     = AX حؿ لممعادل  المتجانس  2211......

O. 

  4-0نظرية 

نظاـ معادبت خطي ، فإف ىذا النظاـ سيككف لو حؿ كاحد فريد أك عدد  AX = Bإذا كاف 

 مى الإطلاؽ .بنياتع مف الحمكؿ أك ب يكجد لو حؿ ع

 البرىان:

 نبرىف أكبن: 

 لو أكثر مف حؿ كاحد فإنو يممؾ عددان بنياتيان مف الحمكؿ:  AX = Bإذا كاف 

لػذلؾ لكػؿ عػدد  Av = Bك   Au = Bأم  AX = Bحمػكؿ لممعادلػ     v , uلنمػرض أف 

Rk : سيككف 

  )AA(A )(A vukuvuku  

                        B)BB(B  k 



)( حػلاف لممعادلػ  فػإف    v , uإذا كػاف Rkبكممػات أخػرل : لكػؿ vuku  

 = AX . كبما أف كؿ ىذه الحمكؿ مختممػ  عػف الآخػر فػإف  AX = Bأيللهان حؿ لممعادل  

B .تممؾ عددان بنياتيان مف الحمكؿ 

ر مف حؿ كاحد فإما أف يككف الحؿ كاحدان فريدان أك ب يكػكف ىنالػؾ حػؿ فإذا لـ يكف ىنالؾ أكث

 مطمقان 

   (Echelon matricesالمصفوفات المدرجة ). 6

A)(يقاؿ عمى المصمكف   ija  بزنيا مصػمكف  مدرجػ  أك أنيػا فػع تػكؿ مػدرج إذا كػاف

يػد بػيف الصػؼ كالصػؼ عدد الأصمار التع تسػبؽ أكؿ عػدد غيػر صػمرم فػع كػؿ صػؼ تتزا

الذم يميو حتى ب يبقى فػع النيايػ  إب صػمكؼ صػمري  كتسػمى الأعػداد الأكلػى التػع تعقػو 

 الأصمار العناصر المميزة .

 مثال 

 المصمكفات الآتي  مصمكفات مدرج .
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 كتسمى عمى كجو الخصكص المصمكف  مصمكف  مدرج  مخملله  صميان إذا كانت العناصر

 المميزة 



 ىع العناصر غير الصمري  الكحيدة فع عمكدىا .   ع أ

 .1كؿ منيا يساكم  ع و

كالمصػػمكف  الثالثػػ  عمػػى اليمػػيف ىػػع مثػػاؿ عمػػى المصػػمكف  المدرجػػ  المخمللهػػ  صػػميان بينمػػا 

ابثنػػػاف الأكلػػػى كالثانيػػػ  مصػػػمكفتاف مػػػدرجتاف غيػػػر مخمللهػػػتاف صػػػميان بحػػػظ أف المصػػػمكف  

 عمدة ىع مصمكف  مخملله  صميان.الصمري  بزم عدد مف الصمكؼ كالأ

مما سبؽ نلاحظ عزيزم الدارس ، أف أحد أتكاؿ المصمكفات ذات الماتدة فع حػؿ الأنظمػ  

 الخطي  ىك المصمكف  المدرج  طكىك التكؿ الصمع المميزع ، نعرفو بما يمع:

 تككف أيو مصمكف  مدرج  طعمى التكؿ الصمع المميزع إذا حققت التركط التالي :

  ىك العنصر الأكؿ غير الصػمرم  1يكف الصؼ مككنان بكاممو مف أصمار فيككف إذا لـ

 فع ىذا الصؼ ، طكيسمى العنصر المتقدـ أك الكاحد المتقدـع.

  كػػػؿ المصػػػمكؼ المككنػػػ  بكامميػػػا مػػػف أصػػػمار طالصػػػمكؼ الصػػػمري ع تتكاجػػػد فػػػع أسػػػمؿ

 المصمكف .

 المتقػدـ فػع الصػؼ  1كف فع أم صميف متتابعيف غير مككنيف بكامميما مف أصمار يكػ

 المتقدـ  فع الصؼ الأعمى. 1الأسمؿ عمى يميف 

  متقػػدـ أصػػماران فػػع كػػؿ مكػػاف عػػدا ىػػذا  1تكػػكف جميػػع عناصػػر العمػػكد المحتػػكم عمػػى

 العنصر 

 



 مثال 

 ىؿ المصمكفات التالي  مدرج  طعمى التكؿ الصمع المميزع ؟ كلماذا؟

1 0 0 1 1 0 0 0 1 2 2 2
1 0 3 1

0 1 0 2 , 0 1 2 0 , 0 1 3 3
0 1 2 4

0 0 1 3 0 0 0 1 0 0 0 0

A B C D

     
      

         
           

 

 الحؿ: 

جميعيػا مدرجػ  طعمػى التػكؿ الصػمع المميػزع كذلػؾ لأنيػا تحقػؽ  A , B , Cالمصػمكفات 

التركط الأربع  الكاردة فع تعريؼ المصمكف  المدرج  طعمى التكؿ الصمع المميزع ، بينمػا 

المتقػدـ  1مكجػكد فػكؽ العػدد  1ليست عمى التػكؿ الصػمع المميػز لأف العػدد  Dالمصمكف  

 فع الصؼ الثانع.

 (10تدريب )
 
 

 
 

 

 

 التكافؤ الصفي والعمليات الصفية الأولية  ..1
( Row Equivalence and Elementary Row Operation)  

المصػػػمكفات التاليػػػ  مدرجػػػ  طعمػػػى التػػػكؿ الصػػػمع المميػػػزع ؟ ىػػػؿ 

 كلماذا؟

1 0 0 4 1 0 0 1 4 3 7

0 1 0 7 , 0 1 0 , 0 1 6 2

0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 5

A B D

     
     

  
     
          

 

 



مػف  Bإذا كػاف بالإمكػاف الحصػكؿ عمػى  Bأنيػا مكافتػ  لممصػمكف   Aنقكؿ عف المصمكف  

A : بكاسط  سمسم  منتيي  مف العمميات الآتي ، التع نسمييا العمميات الصمي  الأكلي 

E1الصؼ رقـ  : نستبدؿi  كالصؼ رقـj  أمji RR  . 

E2 نللهرو الصؼ رقـ :i  بعددk 0يختمؼ عف الصمر أم,RR  kk ii 

E3 نستبدؿ رقـ :i  بالصؼ رقػـj  مللهػركبان فػع العػدد+k كمللهػافان إليػو الصػؼ رقػـi : أم :

0,RRR  kk iji. 

فػػػع خطػػكة كاحػػػدة كلػػػذلؾ فإننػػػا  E3,E2عمميػػػان نسػػػتعمؿ ىػػذه ىػػػع العمميػػػات الأساسػػػي  كلكننػػا 

 التالي  : Eبالعممي   E3,E2نستبدؿ 

E نسػػػػتبدؿ الصػػػػؼ رقػػػػـ :i  بالصػػػػؼj  مللهػػػػركبان فػػػػعk  مللهػػػػافان إليػػػػو الصػػػػؼ رقػػػػـi 

k   :0,RRRمللهركبان فع   kk iji. 

يػػات كتمػػؾ التػػع طبقناىػػا عمػػى نظػػاـ طبعػػان ،  يلاحػػظ الػػدارس التػػبو التػػديد بػػيف ىػػذه العمم 

المعػػػادبت الخطيػػػ  لكػػػع نػػػتمكف مػػػف حميػػػا فػػػع المصػػػؿ السػػػابؽ. فػػػع الكاقػػػع فػػػإف أم نظامػػػان 

 لمعادبت تككف مصمكفتاىما الكاسعتاف متكافتتاف يممكاف نمس الحؿ.

ع التاليػػػ  المتػػػابي  لمطريقػػػ  التػػػع اسػػػتعممناىا لحػػػؿ نظػػػاـ  كتسػػػتعمؿ طريقػػػ  الحػػػؿ طالغػػػكريزـ

 ت الخطي :المعادب



طريقــة تخفـــيض مصـــفوفة بعمليـــات صـــفية إلـــى مصـــفوفة  0.6

 مدرجة

ىػػك أكؿ عمػػكد بػػو مػػدخؿ صػػمرم نجػػرل عمميػػات   j1الخطػػكة الأكلػػى: نمػػرض أف العمػػكد 

0صمي  تجعؿ ىذا المدخؿ يظير فع الصؼ الأكؿ أم يككف 
11 ja 

 نجرو العممي  i >1الخطكة الثاني : لكؿ رقـ 

ijajijai R 1R R
11

 

11بالمدخؿ  iطنللهرو الصؼ  ja 1كنطرح منو الصؼ الأكؿ مللهركبان فع المدخؿija.ع 

نكرر ىذه العمميات مع المصمكف  الناتج  بعد إجرا  الخطكتيف عمى كؿ صؼ ماعدا الأكؿ 

 باستمرار إلى أف نحصؿ عمى مصمكف   فع تكؿ مدرج .

 مثال

 إلى مصمكف  مدرج  باستعماؿ العمميات :  Aخمض المصمكف   

212 RR 2R    ،313 R R 3R        

3ثـ العممي   2 3R 5 R 4 R   

























3463

2242

0321

A 



 :  الحل

2 21

3 1 3 3 2 3

R 2 R R
1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0

R 3 R  R R 5 R 4 R
2 4 2 2 0 0 4 2 0 0 4 2

3 6 4 3 0 0 5 3 0 0 0 2

  
       

          
       

          

 

ذا كانػػػػػػػػػػػػػت المصػػػػػػػػػػػػػمكف   A)(كا  ija   رجػػػػػػػػػػػػػ  ليػػػػػػػػػػػػػا عناصػػػػػػػػػػػػػر مميػػػػػػػػػػػػػزة مصػػػػػػػػػػػػػمكف  مد

1122 ,,....., jjrrj aaa : فإننا نستطيع أف نجرل العمميات 

  ki
iija

ikj
ai R R R           لكؿi-1, ….,2,1 = k     

كسػػنجد أننػػا حصػػمنا عمػػى مصػػمكف  مدرجػػ  تكػػكف العناصػػر المميػػزة ىػػع المػػدخلات الكحيػػدة 

 غير الصمري  فع كؿ عمكد. 

1بالعدد iRفإذا للهربنا كؿ 

ija
riحيث    بكممػات  1، فإف العناصر المميزة ستككف .

 أخرل ستتحكؿ المصمكف  المدرج  إلى مصمكف  مدرج  مخملله  صميان. 

مكافتػ  عمػى الأقػؿ لمصػمكف  مدرجػ  مخمللهػ   Aىذه الملاحظػات تكللهػا أف كػؿ مصػمكف  

 .مكافت  لمصمكف  مدرج  كاحدة فقط Aلبرىاف عمى أف صميان كيمكف ا

 (10تدريب )
 
 

 

 حول المصفوفة إلى مصفوفة مدرجة 
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 Square Matrixالمصفوفة المربعة . 7
تسمى المصمكف  التع يتساكل فييا عدد الصمكؼ مع الأعمدة مصمكف  مربع  . فػإذا كانػت 

أك  nعمػػػكدان ، فإنيػػػا تسػػػمى مصػػػمكف  مػػػف الدرجػػػ   nصػػػمان ك  nالمصػػػمكف  المربعػػػ  تممػػػؾ 

 كف  مربع  نكني  .مصم

A)(فػػػػػػإذا كانػػػػػػت  ija  مصػػػػػػمكف  مربعػػػػػػ  نكنيػػػػػػ  فػػػػػػإف قطرىػػػػػػا يتكػػػػػػكف مػػػػػػف العناصػػػػػػر
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 مثال 

 المصمكف  الآتي : 
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 .3ىع مصمكف  مربع  مف الدرج  

 ت مدخلاتيا كالآتعكتسمى المصمكف  المربع  النكني  مصمكف  مثمثي  عميا إذا كان
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 كما تسمى مصمكف  مثمثي  سممى إذا كانت مدخلاتيا كالآتع:
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 كتسمى قطري  إذا كانت بالتكؿ:
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لقطػػر كأصػػمار عمػػى كجػػو الخصػػكص إذا كانػػت المصػػمكف  القطريػػ  تتكػػكف مػػف آحػػاد عمػػى ا

 مثلان: In  ماعدا ذلؾ فإنيا تسمى المصمكف  مصمكف  الكحدة كنرمز ليا و  
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 حيث تمع مع أم مصمكف  مف نمس المرتب  بالخاصي :  1ىذه المصمكف  تتبو العدد 

A I = I A = A 

  kقطر العدد مصمكف  عددي  كىع التع تككف فع كؿ مدخم  فع ال  k Iكتسمى المصمكف  



 جبر المصفوفات المربعة1.7  

كما أسممنا فإف أم مصػمكفتيف ب يجػو بالللهػركرة أف يكػكف بالإمكػاف جمعيمػا أك للهػربيما. 

، فػػػإف ىػػػذا التللهػػػييؽ nلكػػػف إذا أخػػػذنا فػػػع ابعتبػػػار فقػػػط المصػػػمكفات المربعػػػ  مػػػف المرتبػػػ  

، كالنقػػؿ عمػػى أم ينتيػػع كيكػػكف بالإمكػػاف إجػػرا  عمميػػات الجمػػع كالللهػػرو ك الللهػػرو بعػػدد 

 . n x nكتككف النتيج  داتما مصمكف  مف مرتب   n x nمصمكفات مرتب  

مصػمكف  مربعػػ  نكنيػ ، فإننػا نسػتطيع أف نُكَػكّف قػكل مػػف Aعمػى كجػو الخصػكص إذا كانػت 

A:كما يمع 

IA  ........,  ,A    AA    ,A    A A 0232  

 كيمكف أيللهان تككيف كثيرات حدكد مف المصمكفات فإذا كانت :
n

n xaxaxaaxf  .........)( 2

210 

 فإننا نعرؼ :
2

0 1 2( ) I A A ......... An

nf A a a a a     

يسمى صػمر أك جػذر كثيػرة  Aىع المصمكف  الصمري ، فإف xf)(كفع حال  ما إذا كانت

 .  xf)(الحدكد 

 

 



 مثال 

لػػػػػػػػػػػػػتكف 
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A   2أكجػػػػػػػػػػػػػدA  532.  إذا كانػػػػػػػػػػػػػت)( 2  axxf   ك

103)( 2  xxxg أكجػػػػػػػػػد .)A(f    ك)A(g    ك أكجػػػػػػػػػد جػػػػػػػػػذكر ىػػػػػػػػػذه

 المعادبت إف كجدت .
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 .  xg)(مر أك جذر لكثيرة الحدكد ىك ص Aكبذلؾ فإف 

 المصفوفات القابلة للعكس8.
 بحيث يصا:  Bقابم  لمعكس إذا كجدت  Aتسمى المصمكف  المربع   

IA  B BA  

فريدة . كيمكف برىاف ذلؾ بسيكل  B ىع المصمكف  الآحادي  . مثؿ ىذه المصمكف   Iحيث 

 تحققاف الترط أعلاه ، فإننا نرل أف :  B2,B1مصمكفتاف  ، فإذا كانت ىنالؾ



IA  B BA 22      كIA  B BA 11  

 كمنيا يتبع أف

1 1 1 2 1 2 2 2B  B  I B  ( A B  ) (B  A )B I B B     

.  ىػذه   1A-كنتػير إلييػا بػالرمز  Aتسػمى المصػمكف  العكسػي  لػػ  Bمثؿ ىذه المصمكف  

 .Bىع عكسي   A، فإف  Aىع عكسي   Bبمعنى إذا كانت العلاق  متناظرة 

 مثال

إذا كانػػػػػػػت   
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B   بػػػػػػػرىف أفB,A  عكسػػػػػػػيتاف لبعللهػػػػػػػيما
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لكػػػػػػػع نبػػػػػػػرىف أف  IBA ك   I BA لكػػػػػػػف ب يمػػػػػػػزـ أف نثبػػػػػػػت كػػػػػػػلا المعػػػػػػػادلتيف 

المصمكفتيف عكسيتيف لبعللهيما البعض فيكمع أف تصا كاحػدة فقػط مػف المعػادلتيف كيمكػف 

 برىاف ذلؾ بسيكل  كنكتمع بمثاؿ عمى ذلؾ . 

 



 مثال

إذا كػػػػػػػاف   
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B   أثبػػػػػػػت أف .A   كB تاف عكسػػػػػػػي

 لبعللهيما.

 الحل 
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 BAعكسيتاف لبعللهيما . كيمكف التزكػد مػف ذلػؾ بتكػكيف حاصػؿ الللهػرو  B,Aلذلؾ فإف 

 . BA=Iكسنجد أف 

 كيفية استخراج المصفوفة العكسية 1.8  

عرض يحتػػاج لطػػرؽ متقدمػػ  سػػػنت  1A-فػػإف اسػػتخراج  Aإذا كانػػت لػػدينا مصػػمكف  مربعػػ  

 ليعللهيا ىنا كلمبعض الآخر فيما يمع نترح بعض ىذه الطرؽ:

 بالطرق الجبرية البسيطة: 1A-حساب -أ 

نستطيع استخراج المصمكف  العكسػي   x 1 1فع الحابت البسيط  ، مثلان المصمكفات سع  

 بالتحكيؿ إلى معادبت آني  كحميا . مثلان إذا كانت لدينا مصمكف  : 
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. فػإذا افترللهػنا أفIA A -1مػف التػرط  1A-فإننا نستطيع استخراج 
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 مجاىيؿ ، فإف الترط أعلاه يعطينا المعادل  المصمكفي :     w , z , y , xحيث
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   كىذا يقكد إلى المعادل
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 كبمساكاة العناصر المتقابم  فع الجانبيف نخمص إلى نظاـ المعادبت : 
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، فػإف النظػاـ الأيسػر  0bcadكىذه معادبت بسيط  يمكف حميا فإذا افترللهنا أف 

 يعطينا الحؿ: 
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 ك الأيمف يعطينا
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، فػػإف التعػػابير  0bcadللهػػركرم لمحػػؿ ، فػػإذا كانػػت   0bdacالتػػرط  

ككف ليا معنى لأننا نقسـ فع كؿ حاؿ عمػى صػمر، لف ي    w , z , y , xالسالم  لممجاىيؿ 

bcadكىػذا غيػر معػرّؼ . ليػذا السػبو فػإف التعبيػر   يسػمى المحػدد لػنظـ المعػادبت ك

bcadكنعطيو الرمز  Aأيللهان لممصمكف   A  كسنتعرض لو بالتمصيؿ فيمػا بعػد ،

 لآتع:كا  1A-لذلؾ سيككف
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إذا كاف كفقػط إذا كػاف المحػدد مختممػان   1A-تممؾ عكسي   Aبكممات أخرل أف المصمكف  

A 0عف الصمر أم  . 

 من العمميات الصفية الأولية:  1A-حساب  -ب

اديػػ  باسػػتعماؿ عمميػػ  صػػمي  أكليػػ  تسػػمى مصػػمكف  أم مصػػمكف  تنبثػػؽ مػػف المصػػمكف  الآح

 أكلي .
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212ع  ك7-بالعدد  RR 3R    طاستبداؿ الصؼ الثانع بالصؼ الأكؿ مللهركبان

 كمللهافان إلى ذلؾ الصؼ الثانع ع. -3فع
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 فنحصؿ عمى المصمكفات الأكلي  الآتي :  
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 :1نظرية 

أم  mىع المصػمكف  الأكليػ  المكافتػ  ليػا مػف مرتبػ   Eىع عممي  أكلي  ك   eك إذا كانت 

)(I E
m

e   فػإف أم مصػمكفA   مػف سػع m x n  تحقػؽA E(A) e  أم أف

المصػمكف  الأكليػػ  ب Aيمكػف الحصػكؿ عمييػا بللهػرو  e(A)كىػى  Aعمػى  eنتيج  إعماؿ 

 .         Eالمكافتػ  



 يحذؼ .  البرىان : 

 مف النظري  السابق  نحصؿ عمى الظري  التالي : 

 : 0نظرية 

إذا كػػػاف كفقػػػط إذا كػػػاف تكجػػػد مصػػػمكفات أكليػػػ   Bتكػػػكف مكافتػػػ  لممصػػػمكف   Aالمصػػػمكف  

12 EEE ,,.....,s : بحيث يصا BAEE.....sE 12  

يػػػػػ  ىػػػػػع ترجمػػػػػ  لتعريػػػػػؼ التكػػػػػافؤ بػػػػػيف مصػػػػػمكفتيف أم تكجػػػػػد عمميػػػػػات أكليػػػػػ  ىػػػػػذه النظر 
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 الخلاصة
فى القسـ الأكؿ مف ىذه الكحدة قمنا بتعريؼ المصمكفات بزنيا منظكم  مكتكب  فع تكؿ 

عمكد الذيف يقع صمكؼ فكؽ بعللهيا ،كؿ عدد فييا مرقـ بترتيبو فى الصؼ كترتيبو فى ال

 فييما ، كعرفنا كيؼ نحدد سع  المصمكف  بحساو عدد الصمكؼ كالأعمدة فييا. 

فى القسـ الثانى  تناكلنا العمميات عمى المصمكفات كفيو عرفنا مساكاة المصمكفات كتعرفنا 

 عمى عممي  الجمع  كالللهرو بعدد ثابت ،ككذلؾ سالو المصمكف . 

تص جمع كللهرو المصمكفات كعالجنا القكانيف الثماني  فى القسـ الثالث تعرفنا عمى خصا

 الأساسي  فى جبر المصمكفات كىع مزخكذة مف قكانيف الأعداد الحقيقي .

فى القسـ الرابع تناكلنا عممي  للهرو المصمكفات كىنا تعرفنا عمى الترط اللازـ لللهرو 

اكيان لعدد مصمكفتيف كىك أف يككف عدد الأعمدة فى المصمكف  الأكلى طالمللهركو ع مس

 الصمكؼ فى المصمكف  الثاني  طالمللهركو فيو ع.

مف الرتب   ] B [ع المصمكف MNمف الرتب  ط ] A  [أم إذا كانت المصمكف   

ع ككذلؾ عرفنا M ×Lمف الرتب  ط C] [ع فإف حاصؿ الللهرو يعطع المصمكف NLط

 القكاعد الأساسي  التع يجو مراعاتيا عند للهرو المصمكفات. 

لخامس منقكؿ المصمكف  كىنا قد تعرفنا عمى أىـ خصاتص عممي  منقكؿ فى القسـ ا

 المصمكفو كىع : 
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 فى القسـ السادس : عالجنا العلاق  بيف المصمكفات كنظـ المعادبت الخطي  

كىنا قمنا بتحكيؿ نظاـ معادبت خطي  إلى نظاـ آخر عف طريؽ للهرو المصمكفات كىك 

  A X = Bباختصار: فى التكؿ الذم يكتو 

فى القسـ السابع : سمينا المصمكف   ijaA  

مصمكف  مدرج  إذا كاف عدد الأصمار التع تسبؽ أكؿ عدد غير صمرم فى كؿ صؼ 

 تتزايد بيف الصؼ كالصؼ الذل يميو حتى بيبقى فى النيايو إب صمكؼ صمري . 

افؤ الصؼ كالعمميات الصمي  كطريق  تخميض مصمكف  كتعرفنا فى ىذا القسـ كذلؾ عمى تك

 بعمميات صمي  إلى مصمكف  مدرج  .

فى القسـ الثامف : تعرفنا عمى المصمكفات المربع   كأنكاعيا المختمم  كعالجنا  فع ىذا 

القسـ جبر المصمكفات المربع  حيث أنو يمكف إجرا  عمميات الجمع ك الللهرو بعدد 

 . n ×nكتككف النتيج  داتمان مصمكف  برتب   n × nتب  كالنقؿ إلى أم مصمكف  بر 

 Aفى القسـ التاسع : تعرفنا عمى المصمكفات القابم  لمعكس حيث عرفنا أف المصمكف  

ىع المصمكف   I ,  AB = BA =Iبحيث Bالمربع  تككف قابم  لمعكس إذا كجدت 

 الأحادي . 



Aكعرفنا طرؽ استخراج المصمكف  العكسي  عف طريؽ حساو 
بالطرؽ الجبري  البسيط   1-

Aأك بحساو 
 .مف العمميات الصمي  الأكلي  1-

 لمحو مسبقة عن الوحدة التالية 
لقد أنيينا عزيزم الدارس ، دراس  الكحده الثالث  كىع المصمكفات كسنتعرؼ إف تا  الله فى 

كؼ الكحدة الرابع  عمى مميكـ المللها ات ابتجاىي  كالمللها ات الجزتي  ابتجاىي  كس
نتناكؿ فييا المنطمقات التع يجو أف تتحقؽ عمى المللها  الخطع عمى أم مجاؿ ، كما 
سنقكـ بالبحث فى المللها ات الجزتي  التع ىع جز  مف فللها  معطى تعيش كمجمكع  
جزتي  مف ذلؾ المللها  المعطى كسكؼ نتعرض فى ىذه الكحدة إلى مميكـ ابعتماد 

 كابستقلاؿ الخطع.
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ىما عمى التكؿ الصمع المميز كذلؾ لأف كؿ منيمػا تحقػؽ  A , Bنلاحظ أف المصمكفتيف 

ىػػك أكؿ عػػدد غيػػر  1ع جميػػع الصػػمكؼ أف العػػدد التػػركط الأربعػػ  ، حيػػث أننػػا نلاحػػظ فػػ

 1المكجكد فع الصؼ الأسػمؿ ىػك عمػى يمػيف  1صمرم يظير فع ىذه الصمكؼ ، كما أف 

المكجكد فع الصؼ الذم ىك أعمى منو ، كمػا أف جميػع عناصػر الأعمػدة التػع يظيػر فييػا 

 متقدـ أصماران عدا ىذا العنصر. 1

المميػػز، فمػػثلان العمػػكد الثػػانع يحتػػكم عمػػى  فميسػػت عمػػى التػػكؿ الصػػمع Dأمػػا المصػػمكف  

المتقػػدـ كىػػذا ينػػاقض الخاصػػي  الرابعػػ  مػػف تػػركط المصػػمكف  التػػع  1فػػكؽ العػػدد   4العػػدد 

 عمى التكؿ الصمع المميز.
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 التقويم الذاتي أسئلة إجابات
 ( 1أسئمة تقويم ذاتي ) 

ع، كأعمدتيا 1,3ع، ط4,5ع، ط4، 1-ع،ط,31صمكفيا ىع  ط X 4 1/ طأ عىع مصمكف  1 
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12طوع   32 232, 4, 5a a a    

ليسػػا قطريػػ  أك مثمثيػػو عمكيػػ  أك مثمثيػػو سػػممي  أك صػػمري  لأنػػو ب ينطبػػؽ  A/ المصػػمكف  1

 عمييا أم مف تعاريؼ المصمكفات السابق  .

 مثمثيو عمكي . Bالمصمكف  

حتى نطبؽ عمييا تعريؼ المصمكف  العمكي  أك السممي  أك القطري  يمترض أف  Dالمصمكف  

ليسػت مربعػػ  فبالتػالع ىػػع ليسػت عمكيػػ  أك سػػممي   Dف  مربعػ  ، كالمصػػمكف  تكػكف المصػػمك 

 أك قطري .

 مصمكف  صمري  لأف جميع عناصرىا أصماران. Cالمصمكف  

 مثمثيو سممي . Fالمصمكف  

 
 
 



 ( 0أسئمة تقويم ذاتي)

A+B = 

4 6 4

0 4 7

0 0 3

 
 
 
  

                                                                  

 المصمكفتاف ليستا مف نمس الدرج  إذان غبر قابمتاف لمجمع. طوع

KA = 6
7 8 2

3 3 3

5 711
3 3 3

 
 
 
 

 = 
14 16 4

10 22 14

 
 

 
طجع                              

               

A-B = 

2 4 9

0 3 4

7 4 3

 
 

 
 
   

         طدع                                                 

ع3أستم  تقكيـ ذاتعط      
 

6 4 0 9

2 2 2 ,3 12 15

10 8 9 12

A B

   
   

 
   
      

 

 
6 5

2 3 10 17

1 20

A B

 
 

 
 
  

 

 ع 4أستم  تقكيـ ذاتعط 

                                   
5 3 6

3 2 7

6 7 9

tA

 
 

 
 
  

 

tAأم أف :  A   

   المصمكفA . تماثمي 



                                 
0 5 3

5 0 7

3 7 0

tB

 
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 
 
  

 

tBأم أف  B  

    المصمكفB .متماثم  تخالميان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مسرد المصطلحات
  Matriceالمصفوفو : *

كيرمز    [  ]مجمكع  مف الأرقاـ أك الرمكز مرتب  عمى تكؿ صمكؼ كأعمدة مكتكبو بيف 
 A,B,C,Dلمصمكؼ بزحد الحركؼ ابنكميزيو الكبيره .... 

  Transpose  Matrixل المصفوفو منقو* 
ىى المصمكفو الناتج  مف المصمكف  المعطاة بعد إبداؿ الصمكؼ بالأعمدة  كالأعمدة 

 بالصمكؼ. 

 Coetaicient Matricمصفوفة المعاملات * 
 ىع المصمكف  التع تتككف عناصرىا مف معاملات المجاىيؿ فى النظاـ الخطع. 

  Square Matrixالمصفوفة المربعة * 
 ىع المصمكف  التع عدد صمكفيا يساكم عدد أعمدتيا.

  Identity Matrixمصفوفة الوحدة :* 
 . -1ىع المصمكف  القطري  التع جميع عناصر قطرىا الرتيس 

 Inverseoaa matrixالمصفوفة القابمة لمعكس ) معكوس المصفوفة ( * 

 بحيث أف  :  Bىك المصمكف   Aالنظير الللهربى لممصمكف  المربع  
                                                    AB = BA = I 

 ىى مصمكف  الكحدة.  Iكأف 

 متجو الصف * 
ع M×   (1 ع كىى الرتب  mىع مصمكف  تحتكل عمى صؼ كاحد كعدد مف الأعمدة ط

 كيككف تكلا كما يمى :



             1m          13          12          1141 ......       40       27     30     25 aaaa 

 متجو العمود :* 
 nع كعمى عمكد كاحد فيع مف الرتبو طnمف الصمكؼ ط ىع مصمكف  تحتكل عمى عدد

 ع كيككف تكميا كما يمى :1×
 

11

21

31

1

1

9

15
     ,        

19

9

4 x

n

a

a

a

a

  
  
  
  
  

   
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