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 .أحمد حاتم أبو حاتم أ 

 :أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية     2 21 1 0x y dx y x dy    . 
 الحل:

 :أن  المعادلة التفاضمية المعطاة  لدينا من

       2 2, 1 , , 1P x y x y Q x y y x    
:  وكما أن 

   , ,
2 , 2

P x y Q x y
xy xy

y x

 
 

 
 

 :  ومن الواضح أن 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 

0وبالتالي نستنتج أن  المعادلة المعطاة تامة وبأخذ  00 , 0x y  :نجد أن  حل المعادلة المعطاة يعطى بالشكل 

          

     

 
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0 0 0 0
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2 2 2 2

, , 0, 1 0 1

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2

1
,

2

y yx x

yx

F x y P x y dx Q y dy x y dx y dy

x y dx y dy x y y x y x y

F x y x y x y

     

         

    

   

  

 
 :أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية     1 1 0y xy dx x xy dy    . 

 الحل:

 :أن  المعادلة التفاضمية المعطاة  لدينا من
       , 1 , , 1P x y y xy Q x y x xy    

:  وكما أن 
   , ,

1 2 , 1 2
P x y Q x y

xy xy
y x

 
   

 
 

 :  ومن الواضح أن 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 

 التكميل:وبالتالي نستنتج أن  المعادلة المعطاة غير تامة ولحميا نوجد عامل 
y xP Qd

dz
z z

Q P
x y





 


 


 

 

zومن أجل  x y  : ,نجد أن 
z z

y x
x y

 
 

 
 :  وبالتالي فإن 
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   
     

2

2 2 2 2

1 2 1 2 4

1 1 1 1

4 2 2
ln 2ln ln ln

2

1 1 1
ln ln

xy xyd d xy
dz dz

xy xy xy xy xy xy xy

d d d
dz dz dz z z

xy xy z

z z x y

 

 

  
 

  

  

   
   

     


             

    

 

 وبضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة:

   2 2 2 2

2 2

1 1
1 1 0

1 1 1 1
0

y xy dx x xy dy
x y x y

dx dy
x yx y xy

          

   
      

   

 

0وبأخذ  01 , 1x y  :نجد أن  حل المعادلة المعطاة يعطى بالشكل 

     
 

   

   

   

2 2
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
, , 1,

1

1 1
ln ln

1 1 1 1
ln 0 ln 0

1

1 1 1
ln ln 1

y yx x

x x y y

x y

F x y P x y dx Q y dy dx dy
x yx y y

x y
xy y

x y
xy y y

x y
xy y y

 

 

  
         

   

   
        
   

          
                    

         

 
       

 

   

 

1
ln 1

1
, ln 1

y

xy x

y
F x y

xy x

    
        

    

 
    

 

 

 :أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية   

2 2

2dy xy

dx x y



 

 الحل:
 إن  المعادلة المعطاة تكتب بالشكل:

2

2 2

2

2 2

1 1

y y
x

yx x
y y f

xy y
x

x x

   
   

          
        
       
         

 

 متجانسة ولحميا نجري التحويل التالي: وبالتالي فالمعادلة المعطاة
y

z y x z y x z z
x

        

:  وبالتعويض في المعادلة الأخيرة نجد أن 
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 
 

 

3 3

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

2 2 2

1 1 1 1

1 1

1 1

1

1

z z z z z z z
x z z x z z

z z z z

z zdz z dx
x dz

dx xz z z

z dx
dz

xz z

  
        

   

 
   

 





 

 

 ولننجز التكامل الأخير بطريقة تفريق الكسور:

   

 

2

2 2

2

1

1 1

1

z A Bz C

zz z z

z z

 
 

 



 

 ىي: 2zأمثال 
1A B   

 ىي: zأمثال 
0C  

 أمثال الحد الثابت:
1A  

:  وبالحل المشترك نجد أن 
1 , 2 , 0A B C    

:  وبالتالي نجد أن 

       

   
 

 

2 2

2 2 2 2

2
2

2 2

2 2

1 1 2 1 1 2

1 1 1 1

1 1 2
ln ln 1 ln ln

1 1

ln ln
1 1

z z z z
dz dz

z zz z z z z z

z dx z dx
dz dz dz z z x c

x z xz z z

z z
cx cx

z z

 
     

   


        

 

 
   

  

  

     

yوبالعودة لممتحولات القديمة أي بتعويض 
z

x
 :نجد أن  الحل العام لممعادلة المعطاة يصبح بالشكل 

 2 2

2 2 2

2
1

y
xyx cx cx y c x y

y x y

x

 
   

        
   

 

 

 :أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية   
1 xy y xe
x

   

 الحل:
 تفاضمية خطية من المرتبة الأولى وغير متجانسة ولحميا نوجد عامل التكميل:إن  المعادلة التفاضمية المعطاة ىي معادلة 
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11 ln
ln 1dx

x xxe e e
x



 
  

  


    

 بضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة وتكتب بالشكل:

1 1 x xy xe e
x x

 
        

 

:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 
1 x xy e c y xe cx
x

        

 م لممعادلة التفاضمية المعطاة.وىو الحل العا
 
   أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية: 

 3 33 2 0x xy e x dx e dy   
 الحل:
 :أن  المعادلة التفاضمية المعطاة  لدينا من

     3 3, 3 2 , ,x xP x y y e x Q x y e   
:  وكما أن 

   3 3, ,
3 , 3x xP x y Q x y
e e

y x

 
 

 
 

 :  ومن الواضح أن 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 

0وبالتالي نستنتج أن  المعادلة المعطاة تامة وبأخذ  00 , 0x y  :نجد أن  حل المعادلة المعطاة يعطى بالشكل 

         

   

 

3 03

0 0 0 0

3 3 2

00
0 0

3 2 3 2 3 2

, , 0, 3 2

3 2

,

y yx x
x

yx x x y yx x

yx

x x x

F x y P x y dx Q y dy y e x dx e dy

y e x dx dy ye x y

ye x y y ye x F x y ye x

 



    

       

        

   

  

 
 :أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية   

2 1
2 2 0y dx xydy

x

 
   

 
 

 الحل:

 :أن  المعادلة التفاضمية المعطاة  لدينا من

   2 1
, 2 , , 2P x y y Q x y xy

x

 
   
 

 

:  وكما أن 
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   , ,
4 , 2

P x y Q x y
y y

y x

 
 

 
 

 :  ومن الواضح أن 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 

 وبالتالي نستنتج أن  المعادلة المعطاة غير تامة ولحميا نوجد عامل التكميل:

   

4 2 2

2 2

ln ln

y xP Qd d y y d y d dx
dx dx dx

Q xy xy x

x x

   

   

 

  
       

  

 

 التكميل تصبح تامة:وبضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل 

     2 2 21
2 2 0 2 1 2 0x y dx x xy dy xy dx x y dy

x

 
       

 
 

0وبأخذ  00 , 0x y  :نجد أن  حل المعادلة المعطاة يعطى بالشكل 

          

 

22

0 0 0 0

2 2 2 2 2 2

0

, , 0, 2 1 2 0

0 ,

y yx x

x x

x

F x y P x y dx Q y dy xy dx y dy

x y x x y x F x y x y x




    

         

   
 

 
 :أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية  

  

 3 33 0y dx x x y dy   
 الحل:

 :أن  المعادلة التفاضمية المعطاة  لدينا من
    3 3, , , 3P x y y Q x y x x y   

:  وكما أن 
    2 3, ,

1 , 1 9
P x y Q x y

x y
y x

 
  

 
 

 :  ومن الواضح أن 
   , ,P x y Q x y

y x

 


 
 

 وبالتالي نستنتج أن  المعادلة المعطاة غير تامة ولحميا نوجد عامل التكميل:
y xP Qd

dz
z z

Q P
x y





 


 


 

 

2ومن أجل  2z x y  : 2نجد أن  22 , 2
z z

xy x y
x y

 
 

 
 :  وبالتالي فإن 
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 
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2 22 3
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2

1 1 1

x yd d x y
dz dz

x y x yxy x x y x y y

d x y d d d
dz dz dz

zx yx y x y

z z

z z

x y x y
x y

 

 

   

   

   

 

 
   

     

        
  

         

   

 

 وبضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة:

 3 3

3 3 3 3 3 2 2 3

1 1 1 1
3 0 3 0y dx x x y dy dx dy

x y x y x y x y

 
       

 
 

0وبأخذ  01 , 1x y  :نجد أن  حل المعادلة المعطاة يعطى بالشكل 

     
   

 

 

3 2 2 3
1 1 1 1

2 2 2 2 21

1

2 2 2

1 1
, , 1, 3

1 1

1 1 1
2 2 2

1 1
, 2 2

y yx x

x x

y y

y

x

F x y P x y dx Q y dy dx dy
x y

y y
x y x y y

F x y y
x y y









  
           

 
         
 

    

   

 

 
  الحل العام لممعادلة التفاضمية الآتية مع ذكر نوعيا والحل الشاذ ليا.أوجد 

yy xy e
  

 الحل:

إن  المعادلة التفاضمية المعطاة تممك الشكل:    y x y y     وىي معادلة كميرو ولحميا نفرضy p   ثم نعوض في ,
:  المعادلة المعطاة فنجد أن 

 py xp e          
: xوباشتقاق الطرفين بالنسبة لــ  نجد أن 

pp y xp p p e      
:  ومنو نجد أن 

 0 0p pxp p e x e p       
 وبالتالي إما :

0p p c    
وبالتعويض في العلاقة   :نجد أن  الحل العام في ىذه الحالة ىو 
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cy cx e  
 أو:

px e 
وبالتعويض في العلاقة   :  نجد أن 

 1p p py pe e p e    
 وبالتالي فالحل الشاذ وسيطياً ىو:

 1

p

p

x e

y p e

 


 

 

:  ولمحصول عمى الحل الشاذ ديكارتياً لدينا من المعادلة الأولى أن 
lnpx e p x   

 نعوض في المعادلة الثانية فنجد أن  الحل الشاذ ديكارتياً:
   lnln 1 ln 1xy x e y x x     

 :أوجد الحل العام وسيطياً لممعادلة التفاضمية التالية 
1

2 0xy y
y

   


 

 الحل:

yبوضع p  :  نجد أن 

 
1 1

2 0 2 1xp y y xp
p p

             

: xوباشتقاق طرفي المعادلة الأخيرة بالنسبة لــ  نجد أن 

   
 

   

2 2 2

3 3 2

3 2

2

3 3 3 3

1
2 2 2 2 2

1 1
2 1 2 1

2 1

2 12 1 2 1 2 1

p p
p y p xp p p xp p x p

p p p

dp dx
p xp p p xp

dx dpp xp

xpxpdx dx dx
x x

dp dp p dp pp p p p

   
                

 

          



           

 

3

2 1
x x

p p
   

 ولحميا نوجد عامل التكميل: pوالمتحول المستقل xوىذه المعادلة ىي معادلة تفاضمية بالدالة
2

2

2ln ln 2
dp

p ppe e e p


    
 تامة وتكتب بالشكل:وبضرب طرفي المعادلة بعامل التكميل تصبح 

2 2

3

1 1
xp p

pp

      
 

 

:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 
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2 lnxp p c  
:  ومنو فإن 

2

ln p c
x

p


 

وبالتعويض في العلاقة  1 :  نجد أن 

 2

ln 1 ln 1 1
2 2 2ln 1 2

p c p c c
y p p

p p p p pp

    
         

  
 

 لممعادلة المعطاة ىو:مما سبق نجد أن  الحل الوسيطي 

 2

ln 1
, 2ln 1 2

p c c
x y p

p pp


    

 :أوجد الحل العام وسيطياً لممعادلة التفاضمية التالية 
3 1 0y    

 الحل:

 إن  المعادلة التفاضمية المعطاة تكتب بالشكل:
3 1 1y y y x c       

 
 
 
 
 

 أولًا:                                                                                                  
21 xy y y e

x

    

 الحل:
 فتصبح المعادلة المعطاة بالشكل: 2yإن  المعادلة المعطاة ىي معادلة برنولي ولحميا نقسم عمى  

2

1 1 xy
e

y x y


   

 ثم نجري التحويل:
1

z
y

 

: xونشتق بالنسبة لــ  فنجد أن 

2 2

y y
z z

y y

 
      

:  نعوض في المعادلة الأخيرة لنجد أن 
1 1x xz z e z z e
x x

         
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 وغير متجانسة  ولحميا نوجد عامل التكميل: xوالمتحول المستقل zبالدالة وىي معادلة تفاضمية خطية من المرتبة الأولى
1

ln
dx

xxe e x


   
 بضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة وتكتب بالشكل:

 . xx z xe    
:وبمكاممة الطرفين نج  د أن 

   

 

. . . 1

1

x x x x

x

x z xe dx c x z xe e c x z x e c

x e c
z

x

   



             

 



 

:  وبالعودة لممتحولات القديمة نجد أن 
 

 

11

1

x

x

x e c x
y

y x x e c





 
  

 
 

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة.
2 41

y y x y
x

    

 فتصبح المعادلة المعطاة بالشكل: 4yإن  المعادلة المعطاة ىي معادلة برنولي ولحميا نقسم عمى  الحل:
2

4 3

1 1y
x

y x y


   

 ثم نجري التحويل:

3

1
z

y
 

: xونشتق بالنسبة لــ  فنجد أن 

4 4

3 1

3

y y
z z

y y

 
      

:  نعوض في المعادلة الأخيرة لنجد أن 
2 21 1 3

3
3

z z x z z x
x x

        

 وغير متجانسة  ولحميا نوجد عامل التكميل: xوالمتحول المستقل zمعادلة تفاضمية خطية من المرتبة الأولى بالدالةوىي 
3

13 ln
3ln

3

1dx
x xxe e e

x


 
 

  
    

 بضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة وتكتب بالشكل:

 2

3 3

1 1 3
. 3z x

x x x

 
    

 
 

:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 

    3 3 3

3

1
. ln lnz x c z x c x

x
      

:  وبالعودة لممتحولات القديمة نجد أن 
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  
  

3 3

13
3 3

1 1
ln

ln

x c x y
y

x c x

  



 

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة.
 22 1yy y   

 الحــل:
yنفرض أن  xبما أن المعادلة لا تحوي عمى  z  :  ومنو نجد أن 

dz dz dy dz dz
y y z

dx dy dx dy dy
      

:  وبالتعويض في المعادلة المعطاة نجد أن 

 2

2

2
2 1

1

dz z dy
y z z dz

dy z y

 
    

 
 

:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 
   2 2 2

1 1 1 1ln 1 ln 1 1 1z c y z c y z c y z c y           
:وبالعودة لممتحولات القديمة نجد   أن 

     

1 1 1 2

11

2
2 21 1 1

1 2 1 2 2

1

2
1 1 1

1

1
1 1

2 4 4

dy dy
y c y c y dx c y x c

dx cc y

c c c
c y x c c y x c y x c

c

            


          

 

2yy y y     
 الحــل:

yنفرض أن  xبما أن المعادلة لا تحوي عمى  z  :  ومنو نجد أن 
dz dz dy dz dz

y y z
dx dy dx dy dy

      

:  وبالتعويض في المعادلة المعطاة نجد أن 

     

2 2 1
1

ln ln 1 ln ln ln
1 1 1

1 1

dz dz dz dz dy
y z z z y z z z y z

dy dy dy z y

dz dy c c
y z c y y

z y z z

c c
z z

y y

     
              

     

 
           

   

    

  

pوالعودة لممتحولات القديمة  y  :  نجد أن 

  1

1 1

ln

c dy c y c y y
y dy dx dy dx

y dx y y y c y c

y c y c x c

   
             

    

   

  
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:  حيث أن 

 
1

ln
y y c c

dy dy dy c dy y c y c
y c y c y c

    
        

     
    

 )الطريقة الأولى أفضل(أو
 بملاحظة أن  الطرف الأيسر ىو مشتق جداء فالمعادلة المعطاة تكتب بالشكل:

   
d d

yy y
dx dx

  

:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 

 

1 1
1

1

1 1
2 2 1 1 2

1 1

ln

y c dy y c y
yy y c y dy dx

y dx y y c

y y c c
dy x c dy x c y c y c x c

y c y c

   
           

   

    
            

    
 

 

 ومنو فالحل العام لممعادلة المعطاة:
 1 1 2lny c y c x c    

 
 أثبت أن المعادلة الآتية متجانسة , ثم أوجد حميا العام. ثانياً:

 2 2 0y x y dx xdy    

 الحل:
 المعادلة المعطاة تكتب بالشكل: إن   

 
 2 2

2

2 2

2

1

1

y x ydy y y
y x y dx xdy

dx x x x

y y
y

x x

 
 

         
 

 
     

 

 

yوبالتالي فالمعادلة المعطاة متجانسة كونيا تممك الشكل 
y f

x

 
   

 
 ولحميا نجري التحويل: 

y
z y x z y xz z

x
       

:  وبالتعويض في المعادلة الأخيرة نجد أن 

     

 

2 2 2

2

2

1 1 1
1

arcsin ln ln arcsin ln
1

sin ln

dz dz dx
xz z z z xz z x z

dx xz

dz dx
z x c z cx

xz

z cx

             


      


   

  

yوبالعودة لممتحولات القديمة 
z

x
 :  نجد أن 
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   sin ln sin ln
y

cx y x cx
x
         

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة.
 
 .أثبت أن  المعادلة التفاضمية الآتية متجانسة في الأبعاد من الدرجة الثانية, ثم أوجد الحل العام ليا 

 3 2 4x xy y y x   
  الحــل:

nبـــ y, وكل  xبـــ  xنبدل في المعادلة كل  y  وكل ,y  1بـــn y   :  فنجد أن 

          

    

23 41

3 3 1 1 2 2 4 4 2 3 2 2 2 4 4

n n n

n n n n n n

x x y y y x

x x y y y x x x y y y x

     

        



  

   

       
 

 في جميع حدود المعادلة متساوية: فإننا نجعل قوى  nولإيجاد قيمة 
2 2 2 4 2n n n n      

y.2وىذا يعني أن المعادلة المعطاة متجانسة الأبعاد من الدرجة الثانية , ولحميا نجري التحويل:  u x :  وبالتالي فإن 
2 2y x u xu   

 كما أن  المعادلة المعطاة تكتب بالشكل:
2 4

3

y x
y

x xy


 


 

 وبالاستفادة من التحويل تصبح المعادلة الأخيرة بالشكل:

 
 

 
 

  
 

   

   

2
2 4 4 2

2

33 2

2

1 1 1
2

1 1

2 0 1 1

ln 1 ln ln ln 1 ln
1 1

1 1

x u x x u x u u
x u xu xu x

x u ux x x u

du
x u xu xu x x u u x u

dx

du dx du dx c
u x c u

u x u x x

c c
u u

x x

   
       

 

             

 
              

   

    

 

 

2لممتحولات القديمة نجد:وبالعودة 

2
.

y
y x u u

x
   ,:  وبالتالي فإن 

2

2
1

y c
y cx x

x x
     

  :0أوجد الحل الخاص لممعادلة
y y

x xx ye dx xe dy
 

   
 

والمحقق لــ  1 0y . 

 الحــل:
 إن  المعادلة المعطاة تكتب بالشكل: 

y y

x xxe dy x ye dx
 

  
 
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: xوبقسمة طرفي المعادلة عمى   نجد أن 

1
y y

x x
y

e dy e dx
x

 
  
 

 

:  ومنو فإن 

1 1
y y

x x

y y

x x

y y
e e

x xdy
y

dx
e e

   
    

      

 وبإجراء التحويل:

. .
y

z y x z y x z z
x

       

:  وبالتعويض في المعادلة السابقة نجد أن 
 

 

1 1 1 1
. . .

ln

z

z

z z z z

z

ze dz dx
x z z z x z x e dz

e e e dx e x

x e c


           

 

 

:  وبالعودة لممتحولات القديمة نجد أن 

 ln
y

xx e c  
وىو الحل العام, ولإيجاد الحل الخاص المطموب نعوض الشرط المعطى في الحل العام وىو  1 0y   0أيy   1عندماx   ومنو

:  نجد أن 

 
0

1ln 1 0 1 1e c c c        
 وبالتالي فإن  الحل الخاص المطموب ىو:

 ln 1
y

xx e  
 :أوجد الحل العام للمعادلة الآتية من المرتبة الثانية 

  21 0y y y y    
 الحل:
yنفرض أن  xالمعادلة لا تحوي عمى بما أن   z  :  ومنو نجد أن 

dz dz dy dz dz
y y z

dx dy dx dy dy
      

:وبالتعويض   في المعادلة المعطاة نجد أن 

     

 

 

 

       

2 21 0 1 1

1 1 1

1 1 1

ln ln ln 1 ln ln ln
1 1

dz dz dz
y y z z y y z z y y z

dy dy dy

y ydz dy dz dz
dy dy

z y y z y y z y y

cy cy
z y y c z z

y y

     
                

     

             
   

 
        

  

    



 

14 

zوبالعودة لممتحولات القديمة  y    العلاقة الأخيرة تكتب بالشكل نجد أن: 

1 1

1 1
1

1 1

1
1 ln ln

cy dy cy y
y dy cdx dy cdx

y dx y y y

dy c dx y y cx c y y cx c
y

   
            

     

 
          

 
 

 

 )الطريقة الأولى أفضل(أو
 إن المعادلة المعطاة تكتب بالشكل:

 
2

2 2 2 2

2
0 0 0

0

yy y
y y yy y y y yy y y

y

y
y

y

  
                

 

 
   

 

 

:  بالمكاممة نجد أن 

   

1 1 1 1

1 1 1

1 2 1 2

1 1
1

1

1 1
1

1

ln ln

y y y
y c y c y c y c

y y y y

dy y y
c dy c dx dy c dx

dx y y y

y y c x c y y c x c

       
                   

       

     
           

     

      

 

 :ًأوجد الحل وسيطيا 
2 3 0x y xy y     

 الحل:
yمن أجل ذلك نفرض  yالمعادلة محمولة بالنسبة لــ إن    p  :فنجد أن  المعادلة المعطاة تصبح بالشكل 

 2 3 2 30 1x p xp y y xp x p            
 نجد: xوباشتقاق الطرفين بالنسبة لــ

2 2 23 2y xp p x p p xp      
yوبما أن   p  :فالمعادلة الأخيرة تصبح بالشكل 

 

   
 

2 2 3 2 3

3
2 3 2 3

2

3 2 1 3 2 0

2
1 3 2 0 1 3 2

1 3

p xp p x p p xp x x p p xp

p
x p p p x p p p p

x p

          

          


 

 

3 2

3 3 32

2 1 3 3 1 3 1

2 2 2 2 21 3

dp p dx x p dx dx
x x

dx dp p dp p p dp p px p


         


 

 ولحميا نوجد عامل التكميل: pوالمتحول المستقل  xوالمعادلة الأخيرة ىي معادلة تفاضمية خطية وغير متجانسة الدالة فييا 
3

23 3 1 ln3 3
ln

2 2 2 2

pdp dp p
p pe e e e p

 
 
 
 

 
     

 بضرب طرفي المعادلة الأخيرة تصبح تامة وتكتب بالشكل:
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3 3 3

2 2 2
33

2

1 1 1
.
2 2

2

d
xp p p

dp p
p

 
   

 
 

: pوبمكاممة الطرفين بالنسبة لــ  نجد أن 

 

3
1

3 32
22 2

1

2

1 1
1

32
1

2

p
xp c c x p cp

p

 


                

 

 

في العلاقة  xوبتعويض قيمة 1 :  نجد أن 

 

2
3 3

2 2 32 2

2
1 3

1 2 32 2 2

y p cp p p cp p

y p cp p cp p

 
 

 
 

   
         
   

 
             

 

 

العلاقات  1 و 2 .تمثل الحل الوسيطي المطموب 
4 1

3y y
y

 


  

yبفرض الحل:  p  :عندئذٍ تصبح المعادلة المعطاة بالشكل 

 4 1
3 1y p

p
         

: xوباشتقاق الطرفين بالنسبة لــ  نجد أن 
3

2
12

p
y p p

p


   

yوبما أن   p  :فإن المعادلة الأخيرة تكتب بالشكل 

3 3

2 2
3

2

3

2
2 2

3 3
3

2

1
12 12

1
12

1
12

1 1
12 12

1
12

p p
p p p p p p p

p p
p

p

p
pdp p dx

p dx p dp
dx dp p p p

p
p

  
          

    
 

 
 

              
      
 

 

:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 

 3

2

1
4 2

2
x p c

p

 
          
 

 

العلاقتين  إن   1  و 2 .تمثلان الحل الوسيطي لممعادلة المعطاة 
 
 :أوجد الحل العام والحل الشاذ لممعادلة التفاضمية التالية: سؤال مهم 
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 2 1 2x y yy   
 الحل: 

 تكتب بالشكل:  xمحمولة بالنسبة لــ عادلة المعطاةالم إن  

2

2

1

yy
x

y

 
    

 

yوبوضع  p  :نجد أن المعادلة الأخيرة تكتب بالشكل 

2

2

1

yp
x

p

 
  

 
 

: yوباشتقاق الطرفين بالنسبة لــ  نجد أن 

   

 

   

 

   

 

   

 

2

2
2

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

2
2

2 2 1 2 2

1

2 1 2 1 4 2 1 2 1 2

1 1

2 1 2 1

1

dp dp
p y p yp p

dy dydx

dy p

dy dp dp
p p y p yp p p y p p

dp dy dy

p p

dp
p p y p

dy

p

    
      

     
 
 
 

        
 

 
 

  




 

yوبما أن   p   أي:  أن 
1dy dx

p y
dx dy p

    

 وبالتالي فالمعادلة الأخيرة تكتب بالشكل:

   

 

2 2

2
2

2 1 2 1
1

1

dp
p p y p

dy

p p

  




 

:  ومنو نجد أن 

           

       

    

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 1 2 1 1 2 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1 1

2 1 1 1

dp dp
p p yp p p yp p p p p

dy dy

dp
yp p p p p p p

dy

dp
yp p p p

dy

          

        

   

 
21وبقسمة الطرفين عمى المقدار  0p  :  نجد أن 
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 

         

2

2 2

2 2 2

2

2 2
2 1

1 1

ln 1 ln ln ln 1 ln 1

1 1

dp p dy p dy
yp p dp dp

dy p y p y

p y c p cy p cy

p cy p cy

      
 

         

    

 

 

pوبما أن   y  :فإن  المعادلة الأخيرة تكتب بالشكل 

1 1
1

dy dy
y cy cy dx

dx cy
       


 

:  وبالمكاممة نجد أن 

   

 

2
2

1 1 1

22

1

2
1 1 1

2 4

4 4

c c
cy x c cy x c cy x c

c

cy c x c

           

  

 

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة, أما الحل الشاذ فيتم استنتاجو من :
  21 0 1 1 0 1 1p p p p y y x            

 استنتاجو من عبارة الحل العام.وىذا الحل لا يمكن 
 
 
 
 
 
 
 
 :لتكن لدينا المعادلة التفاضمية التالية 

   sin cos cos sin 0x y y y dx x y y y dy    
 أوجد عامل التكميل ليا.

 الحل:
:  لدينا من المعادلة المعطاة أن 

       , sin cos , , cos sinp x y x y y y q x y x y y y    
:  وبما أن 

cos cos sin , cos
p q

x y y y y y
y x

 
   

 
 

pمن الواضح أن   q

y x

 


 
 , وبالتالي فالمعادلة المعطاة غير تامة ولحميا نوجد عامل التكميل:

 cos cos sin cos cos sin ,
y x

p q x y y y y y x y y y q x y         
 وبالتالي نختار عامل التكميل بالشكل:

 
cos sin

ln
cos sin

y x x
p qd d x y y y d

dx dx dx x e
q x y y y

  
 

  

  
        


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 , وتكتب بالشكل:بضرب طرفي المعادلة المعطاة بعامل التكميل فتصبح تامة
   sin cos cos sin 0x xe x y y y dx e x y y y dy    

 وفييا:
       , sin cos , , cos sinx xP x y e x y y y Q x y e x y y y    

وبالتالي توجد دالة  ,F x y  :تحقق 

,
F F

P Q
x y

 
 

 
 

 نختار إحدى العلاقتين ولتكن:

 sin cos sin cosx x xF
e x y y y xe y ye y

x


   


 

: xوبالمكاممة بالنسبة لــ  نجد أن 
   

   

     

, sin cos

sin cos

, 1 sin cos

x x

x x x

x x

F x y y xe dx y y e dx y

y xe e dx y y e y

F x y x e y ye y y







  

     
 

   

 

 

: yوباشتقاق طرف العلاقة الأخيرة بالنسبة لــ  نجد أن 

   

 

 

   

1 cos cos sin

cos cos cos sin

cos sin

cos sin

x x x

x x x x

x x

x

F
x e y e y ye y y

y

xe y e y e y ye y y

xe y ye y y

e x y y y y










    



    

  

  

 

:  وبما أن 

   , cos sinxF
Q x y e x y y y

y


  


 

:  وبالتالي نجد أن 

     

   

cos sin cos sin

0

x xF
e x y y y e x y y y y

y

y y c



 


     



   

 

:  وبالتالي نجد أن 
   , 1 sin cosx xF x y x e y ye y c    

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة.
 
 :أوجد الحل العام لممعادلة المعطاة 

22 1 0y y y     
 الحل:

 
 

22

2
2 1 1

1

dy dy
y y y y dx

dx y
        


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:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 

 
1 1 1 1

1 1
1 1

x c x c y y
y y x c x c

             
   

 

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة.
 
 :2  أوجد حل المعادلة التفاضمية التالية 2 0xy y y x       :1, عمماً أن يا تقبل حلًا خاصاً من الشكلy x . 

 الحل:

 إن  المعادلة التفاضمية المعطاة تكتب بالشكل:
21 1

0y y y x
x x

     

نلاحظ أن  ىذه المعادلة تممك الشكل:      2 0y p x y q x y R x      وىي معادلة ريكاتي, ولحميا يجب أن نعتمد عمى

الحل الخاص ولذلك نجري التحويل التالي:  1 2

1 1
1

z
y y y x y

z z z


                وبالتعويض ,

:  في المعادلة الأخيرة نجد أن 

 

2

2

2

2 2

2 2

2

2 2 2 2

1 1 1 1
1 0

1 2 1 1 1
1 0

2 1 1
1 1 0

2 1 1 2 1 1
1 1 0 0

1 1
2

z
x x x

x z x zz

z x
x x x

x z x zz z

z
x x

z xzz xz

z z
x x z

z xz z xzz xz z xz

z z
x x

     
            

     

     
             

     

     
             

     

 
                

   
1 1

0 2z z z
x x

 
      

 

 

ولحميا نوجد عامل  xوالمتحول المستقل zبالدالة المرتبة الأولى وغير متجانسةوالمعادلة التفاضمية الأخيرة ىي معادلة تفاضمية خطية من 
 التكميل:

1
2

2 ln 2 ln 2
dx

x x x x xxe e e e xe

 
  

    


    
 بضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة وتكتب بالشكل:

 2 2 2 21x x x xxe z xe xe z e
x

             

 وبمكاممة طرفي العلاقة الأخيرة نجد:
2 2 2 2 2

2

1 1 1

2 2

1 1

1

2

x x x x x

x

xe z e dx c xe z e c z ce
x

x
z

ce

     
           

 

 
 

  
  
 


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وبالتعويض في العلاقة   :نجد أن  الحل المطموب ىو 

2 2

2 2
2 2

2 2
2 2

1 1 1
1

1 1

2 2

1 1
1

1 2 1 22 2
1 1 1 2 1 2

2 2

x x

x x
x x

x x
x x

y x x x x
z

ce ce

ce ce
ce ce

x x x y x
ce cece ce

   
   

         
      
   

   
           

          
            

   

 

 
 عامل التكميل:

 تسمى المعادلة التفاضمية الآتية:
   y p x y q x   

 من المرتبة الأولى وغير متجانسة ولحميا نوجد عامل التكميل: معادلة تفاضمية خطية
 p x dx

e  
 تصبح تامة وتكتب بالشكل:

     p x dx p x dx
e y q x e   
 

 
:  وبمكاممة الطرفين نجد أن 

           p x dx p x dx p x dx p x dx
e y q x e dx c y e q x e dx c

          
     

 وىو الحل العام لممعادلة المعطاة.

  2  التالية:أوجد حل المعادلة التفاضمية

2

2
y y

x
     :1, عمماً أن يا تقبل حلًا خاصاً من الشكل

1
y

x
 . 

 الحل:

 إن  المعادلة التفاضمية المعطاة تكتب بالشكل:
2

2

2
y y

x
    

نلاحظ أن  ىذه المعادلة تممك الشكل:      2 0y p x y q x y R x      وىي معادلة ريكاتي, ولحميا يجب أن نعتمد عمى

الحل الخاص ولذلك نجري التحويل التالي:  1 2 2

1 1 1 1 z
y y y y

z x z x z


                 ,

:  وبالتعويض في المعادلة الأخيرة نجد أن 

 

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 1 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1
0

2 2
1 0 1

z z

x z x zx z x x z x z x

z z
z

x z x zx z x z x z z

z z z z
x x

        
                    
       

 
              

      
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ولحميـا نوجـد عامــل  xوالمتحـول المسـتقل zســة بالدالـةوالمعادلـة التفاضـمية الأخيـرة ىـي معادلـة تفاضــمية خطيـة مـن المرتبـة الأولـى وغيـر متجان
 التكميل:

2
2

2ln ln 2
dx

x xxe e e x

 
 
 


    
 بضرب طرفي المعادلة الأخيرة بعامل التكميل تصبح تامة وتكتب بالشكل:

  2 2 2 2 21x z x x x z x
           

 نجد:وبمكاممة طرفي العلاقة الأخيرة 
3 3 3

2 2 2

2 2

2

3

1 1 3

3 3 3

1 3

3

x x x c
x z x dx c x z c z c z

x x

x

z x c

   
            

   






 

وبالتعويض في العلاقة   :نجد أن  الحل المطموب ىو 
2 3 3 3 3

3 4 4 4

1 1 1 3 3 3 4 3 4 3

3 3 3 3

x x c x x c x c
y y

x z x x c x cx x cx x cx

   
       

   
 

 


